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§1.1 基本 内 容 
“引言 
微分 玫 何 基 使 用 微 积分 方法 研究 几何 图 形 的 学 科 . 这 里 介绍 三 维 欧 儿 里 得 空间 了 弄 中 
基线 和 曲面 的 理论 ， 


曲线 和 曲 训 在 一 点 邻近 处 的 性 质 称 为 局 部 性 质 ， 研究 局 部 性 质 的 几何 ， 称 为 局 部 微分 
几何 ， 涉 及 整个 几何 图 形 的 性 质 , 黎 为 束 休 性质， 研究 整体 性 质 , 特别 是 与 局 部 性 质 罕 关 的 
整体 性 质 的 几何 就 称 为 整体 微分 所 何 . - 

例 1.1 设 Q@ 和 也 是 平面 曲线 忆 上 卫 点 附近 的 两 个 点 ,Oos 是 通 计 P,Q@ 和 卫 的 图 ， 
吉 图 二 工 启示 。 现 在 考虑 当 @@ 和 半 趋 近 卫 时 ，Ooz 的 极限 位 置 ， 一 般 来 说 , 这 极限 位 局 是 
一 个 与 荆 相 切 王 卫 的 加 CD， 圆 O 的 半径 是 也 在 .了 的 曲率 半生、 因为 这 个 曲率 兴 径 仅仅 
由 荆 上 千 近 了 的 点 所 决定 , 故 它 是 曲线 的 局 部 人 性质 


图 11 图 1-2 


例 1.2 图 1-2 所 示 的 由 比 鸟 斯 带 是 单 售 曲 面 的 一 个 例子 。 因 单 侧 性 由 整个 曲面 的 福 
质 所 决定 , 故 它 是 图 形 的 整体 性 质 ， 注 意 , 该 曲面 上 任意 点 卫 周转 的 一 小 块 是 正则 的 双全 
曲面 , 即 羽 闻 地 看, 疲 比 乌 斯 带 是 双 侧 的 . 

我 们 首先 研究 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 ， 再 把 结果 应 用 六 整体 微分 几何 问题 -下面 光复 
习 严 中 的 测量 


二 向 量 

所 谓 欧 几 里 得 空间 下 就 是 有 序 三 数组 @= (was, as) 的 集合 , 其 中 必 ，sa， os 是 实数 . 
一 个 向 音 就 是 如 中 的 一 个 点 , 记 作 ,6c, zw, 于 … 或 了 ,8，R,，…, 向 县 的 反 向 景 记 
作 一 Gg， 定 义 为 一 4=( 一 Qs 一 go 一 4s)， 堆 向 量 是 向 量 0=(0, 0, 0). 向 量 Q=(@,, ba 
人 Ga) 的 长 度 或 大 小 是 实数 |@| m+ 史 十 鸣 显 然 |1@| >>0, 并 且 当 且 仅 当 @=0 时 , 1a| 一 

2. 向 量 加 法 


设 区 一 (wa os) 和 Ba B53) 是 区 的 两 个 问 量 , 它们 的 和 G+ 是 用 下 式 确定 


{21 第 一 章 筷 基 
的 向 量 , 
tb= (wt bh, ast ba, mat bs), 
丁 个 向 景 性 和 的 关 是 向 量 如 -Bb 一 & 十 (一 b)， 在 问题 1.1 中 证 明 启 景 加 法 满足 
[4:] gt6=Bbra 《交换 律 )， 
Eda 《e+ 本 二 e=@ 二 人 Be) (结合 律 )， 
[4s] 0TG 一 GE (对 一 切 @), 
A] Gt 一 中 =0 (对 一 切 弘 ). 
例 1.8 设 g=(1, 一 2， 了 d=(0, 1, 1), 则 G+6=0, -1, 1), —a=(-1, 2, 0), 
Ha=(—1, 3, 1), [al= 
例 1.4 六 
a+ (b= qa) -at(b+(— a)=at (0) 4b Otb=b. 
于 是 ， 向 量 方程 @ 七 季 = 五 有 一 解 立 一 5 一 5。 这 个 解 也 是 唯一 的 , 因为 如 果 G 十 条 = 有 则 
《一 四 十 @ 十 了 《一 红 ) +b=06—a, 
即 0+y 一 Bb—&, A a. 
己 知 欠 的 两 人 宇和 部 丽 个 向 是 一 和 6)， 以 记号 如 急 表 示 它们 的 卷 吕 一 P, 攻击 
忆 QQ， 以 箭头 泪 示 共 户 到 中, 如 图 178. 卫 到 @ 的 距离 就 是 长 度 |P@|. 显然 ， PO- -QP, 
iPQ|=jQP|, 当 且 仅 当 Q- 了 -8 一 P' 时 PQ~P'Q. 并 且 对 一 切 P, 有 PP=0. 


“下 13 图 4 
例 1.5 设 s-PQ, 5 一 和 尽 和 <c 一 已 S d-SP, 如 图 本 4 峙 
at+b-PQTQOR-Q-P+R_Q~R-P-PER, 
atbte- PR+RS-R-P+S—-R-S-P~PS--—d, 
aitbtetd=PS--SP-S_-P+P-S-0. 


3. 数 生 向 量 ” Ea 
著 上 是 实数 ,， @ 一 (gwo, ga) 是 向量, 我 们 定义 积 ha 为 向 量 
Ea = (ke, baa, bas). 
量 然 ,对 一 切 上 和 和 a, 有 0a- 加 一 0. 
在 向 量 的 研究 中 ， 我 们 通常 把 实数 称 为 弛 时 或 数量 ， 积 如 称 为 数 来 向 量 。 
在 问题 1. 4 所 ,我 们 证 明 数 乘 向 量 满足 

[B:] 到 (FaGJ — Cha) bbs . 

[Ba] +h) ba+b) 一 3 十 硕 《分 配 律 ); 

[Bs] la=a. 

最 后 ,车 @ 一 (ob aa qo), 则 
lhal = Char) + Chas i (bas) ~ /ara ta, 


$11 基本 内 容 [8] 

于 是 对 一 切 和 @, 有 i Sa . 
， lal 一 48-1e1， .1) 
例 1.6 设 f=(1, vw 0), 6=(0, 2, 一 1), 则 2@= (2, 27x, 0), (-1)@= (1, -7, 0) 

一 一 可 和 -8b={l, wm-6,8), ,1 
重 I. 设 关 ,tls, Ys 是 已 知 间 量 ， 又 设 @=t 一 24s, 8 一 一 Wa 二 213 和 © 二 级 十 ta 十 
ta, 则 - 
&—26— c= (ui — 2 — 2 st D8) — (Ht a+ ts) 
—#1 -20 + A dis — Hi — Ma — t= — ta — Ba, 

， 菩 对 向 量 @ 和 非 零 向 晤 56, 有 0 使 G 一 码 , 则 称 向 量 a 和 上 56 同 向 ,车 4 和 同和 坷 ， 
自 有 相同 的 长 度 , 则 由 等 式 (1.4), a| 一 21. 1b| 一 18|, 寺 是 一 1, 故 G 锋 于 马 由 此 可 知 ， 
一 个 向 量 将 由 它 的 方向 和 长 座 唯 一 确定 ， 若 ga 一 到, 6 六 0 且 太 之 0, 则 称 过 和 百 反 向 : 车 
她 一 0 b 一 0 或 者 和 刁 同 向 或 反 向 , 即 有 实数 大, 使 @ 一 三 ， 则 称 & 平行 于 古 . 

我 们 称 上 其 有 单位 长 诬 的 向 量 由 为 单位 向 量 。 首 常用 ts 表示 非 零 疝 基 好 的 方向 二 的 单 
位 向 量 . 显然 , 这 单位 向 最 可 以 用 1/1el 车 2 得到, 即 
ga—a/|al. (1.2) 


例 1.8 设 @ 一 (人 4, 纺 ,5 一 (2， -全 9 种 ec 一 (一 8 8， 一 9), 国 为 g 一 站 友 故 向 
量 a 和 利 6 冯 向。 因为 5 一 一 ( 生 )c,, 牙 向 量 也 和 .ec 反 癌 ,， 
在 @ 的 方向 上 的 单位 向 量 是 向 量 UW/fe|= GE ， ， ， 
—1/vVI, $vILD). yy M ， 
例 1.9 如 图 1 中 所 示 , 在 兰 角形 Gd 中 设 g= 0 B 
O04,5=0B, 又 设 驻 是 48B 边 上 的 中 点 ,: 强 向 蝇 O 到 可 - 
雪 用 @ 和 吾 下 示 如 下 ; i 加 1-5 
OM Mui AB2att-a) et- 和 -这 CE 
t 
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4. 线性 相关 和 线性 无 关 ，， .，， , i ; 
线性 相关 和 织 人 无关 是 两 个 十 分 硬 要 的 本 在 光量 三 ，ga，…，f 称 为 线性 相关 的 ,车 
存在 不 全 为 零 的 数 召 ,， 扣 ，…， 琴 使; 。 
, 证 “th 0. (1.8) 
若 疝 和 Wy ts, 史 不 是 欠 绽 相关 的 , 就 称 它们 为 线 怪 无 关 的 ， 即 车 式 寺 ,3) 仅 当 如一 各 
-0 时 成立; 则 组 tg; …， ts 线性 无 关 . 
注意 , 包 合 零 向 量 的 向 量 集合 是 级 性 相关 的 , 因 为 我 们 总 可 以 写成 
0 二 0 十 …p 士 02 一 上. 
例 1.10 向 量 g 一 (1 一 1, 0), 5= oa 2, ~—), c=—(2, 0, 一 六 是 线性 相关 前 ， 因为 
2arb—e-0. . 
例 1.11 设 g 平 行 于 B, 则 &=0,8=0 或 a= 码 , 邑 4 一 友 一 0,， 于 是 , g 和 5 线性 
相关 ， 有 反之， 设 种 线 手 相关 ， 这 时 有 到 a 二 ob 一 0， 冰 妨 设 矶 兴 0， 风 @ 一 一 (bh) 
这 样 一 来 , 厢 个 疝 量 线 性 相关 当 且 仅 当 这 两 个 癌 量 平 行 


[4] 第 - 章 向 量 


在 问题 1.10 中 , 我 们 证 明 线 性 无 关 的 向 量 有 下 面 重 要 性 质 ， 

定理 1.1 著 一 个 向 量 央 为 一 些 线性 无 关 的 向 量 的 线性 函数 , 则 它 的 央 达 式 是 吃 一 的 
即 是 说 , 若 全， 册 2，…, tt 线 狂 无 关 且 

轩 二 有 和 1 让 十 十 和 ,一 有 和 二 有 十 十 避风 大 一 局， 有 一 下， 让 一 各 ， 


5. 基 和 分 里 


三 个 间 量 @1 一 《1; 0, 0)，es 一 (0 1, 0) 和 es 一 (0 0, 二 线性 无 关 ， 因 为 和 er 十 taBa 十 
bees— 《hi, Ro, ba), 洪 如 el 十 jaes 十 加 es 一 0， 则 和 一 三 一 如 一 0， 任意 向 量 =《am, 60a, 0s》 
可 以 写成 6@1,， Bs, es 的 线性 组 合 , 即 4 oer ba6s 十 0s2s， 由 定理 工 .1 知道 这 个 表示 式 是 唯 
一 的 . 

下 般 地 , 一 个 向 量 的 集合 吾 多 为 亚 的 一 个 基 , 营 ( 匀 ES 的 每 一 个 向 重 可 吉成 吾 中 的 话 
量 的 一 个 线性 组 合 ，(i) B 是 线性 无 关 的 向 量 柴 合 。 

在 问题 1.11 中 我 们 证 明 

定理 1.2 任意 三 个 线性 无 关 向 量 构成 EB 的 一 个 基 ， 反 之 , 3 的 每 一 基 由 三 个 线性 
无 闫 的 向 量 组 成 . 

设 t 圾 ,ta, 是 空间 的 一 个 基 ， 且 区 一 Ca 十 aa8a 十 aatta， 数 qi， as, 或 简 记 为 mi, 鲁 
一 2, 8, 称 为 9 关于 基 二 ,a, fts 的 分 量 ， 

由 定理 1.1 知道 , 一 个 向量 对 于 给 定 的 基 的 分 量 是 唯一 的 ， 但 必须 注意 , 铅 量 的 分 量 恢 
刘 于 基 的 选择 , 一 般 地 ， 如 果 基 变 了 , 分 量 也 会 变化 .向量 0 是 一 个 例外 , 它 的 分 量 永远 是 
0, 0 0. ， 

一 般 用 gm， 0 2 9 加 … 袁 示 癌 量 ,如 "4 … 关 于 某 指 定 的 基 的 分 量 . 

例 王 .1 设 ta ts, ts 是 基 , 目 @ 一 280 一 zs, 五 = ts 一 20 和 C=304 十 tts 证 明史 杞 
c 线性 无 关 , 从 而 也 构成 一 个 基 ， 因 为 , 假定 . 

十 天 看 二 有 ec 一 2k1+ Bha) ut (—hbit Ea)ttst (—2hat he)tss = 0, 
由 下 线性 无关 ,可 得 


2j2 十 8ie 一 0， 一 机 十 有 一 0， 一 2 十 ja 一 0 
这 是 一 个 关于 看， 如，j 的 齐 次 线性 方程 组 .因为 系数 行列 式 


2 68 
-1 工 叫 ~8x%0， 
0 --2 1 


故 有 了 唯 一 解 太 一 加 一 一 0、 因 此 , 产量 9, b,c 线性 元 关 ， 注 意 , ,了 Bc 的 分 量 分 别 在 上 
面 的 行列 式 的 每 一 列 中 出 现 . 
受 上 面 例 子 咎 示 , 一 艇 地 当 有 
定理 1.8 设 二 , ts, Ws 是 基 , 且 设 . 
”ate tanttst outts, 
本 一 ast + Gopgts t+ maatts, 
Vo as + odat gstts 


或 简 记 为 瑟 一 高 gut j 一 1 2， 3， 出 瑟瑟 两 是 基 的 完 分 关 要 条 件 为 
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6. 向 量 的 数量 积 


调 全 向 量 GE 一 (m，aa， ms) 和 硬 = (51,，b，，5s) 的 点 积 或 数量 积 是 实数 
Gb = ab1+ dobstaba. 
圭 别 地 , 取 G 一 二 时 ,我 们 有 公式 
| (1.4) 

在 问题 了 .14 中 ,我 们 证 明 数量 积 满足 

EC] 4a:6b~6.q (交换 律 ); 

TOa Co) b=h(ed) (k= 数 ); 

fa] a-(bte)~qbtac (本 律 ) 

TIC.] 数量 积 是 正定 的 , 即 

《i) 对 任意 ，G@.G3Pm 
{六 ) Go- 一 0 当 且 仪 当 G=0. 

显然 , 由 定义 , 对 任意 9, 有 -0-0。 同 样 , 落 对 任意 四 有 a.6~0, 则 8.6 一 0, 再 由 
TO (i), b=0. - 

证 2,138 设 a=( 一 2, 1 0) 和 8=(2, 4, 了, 则 qb 一 一 8, 4:4=65= |q|*. 

例外 , 堵 设 二 和 Wa 是 已 知 间 量 ,. 且 设 @ 一 ty 一 ,一 241 十 3 则 者 = (8 一 二 3) 
De + 2) 一 285 — 2 ta a a— 2 下 1 — ti Ws sl’ 

在 问题 1.16 中 ,我 们 证 明 柯 西 - 诗 瓦尔 兹 不 擎 式 

le-él<lallbdl, 

其 中 区号 或 评 的 克 分 必要 条 件 为 全 和 名 线性 相关 . 两 个 非 堆 向 攻 全 和 怠 之 间 的 夫 表 , 记 作 
如 一 人 (lq, 芭 是 下 式 


oa-6=|allbléod, 0<0<m ， (1 有 
鸭 唯一 解 . ， 

例 1.15 如 图 1-6, 在 三 角形 4BO 中 , 设 a=BC, 5-4C c-BA~a-_b, H0- 
芝 40B 一 人 (a, 了)， 因 为 A 


je ja 一 下? (eb).(a~b) aa -一 
“aga-20.b+b.b, - , b 
我 伯 得 余 粥 定理 3 


e 有 
lels=[els—2]al [BloosG+ 181, 
设 是 非 零 疝 量 ，a 在 5 上 的 数量 驳 彤 ， 记 作 图 176 
Pa), 是 数量 Ps(a) 一 CaB)/ 18|， 向 量 Po(a)ato, 其 中 二 是 驯 的 方向 上 的 单位 向 妆 ， 
称 为 在 bb 上 的 向 量 投影 ,并 记 作 本 (Ge )， 由 此 得 出 
Pail) ~Pale)m= eB/IBl /8D) = Fe. (1.6) 


显 堪 ，Ps(0) 一 0，P,(0) ~0。 如果 a 六 0， 则 由 等 式 (1.5)，Pota) 一 |alcosG 和 PP,(@) 
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一 [gleos0 to 其 中 9= 人 LC, 纺 ,由 下 得 知 P(t) 和 和 Pola) 与 6 的 长 度 无 闫 , 需 仅 依赖 村 台 
的 方 出, 如 团 二 7 所 示 。 事 实 上 , 向 晤 -CQ) 也 与 三 的 畜 癌 无 关 , 即 有 oa) 一 配 (e)， 因 


为 
, by 
Em 0- Sh oP). 


著 已 的 指向 改变 , 则 数 P(g) 的 符号 也 随 着 改变 . 


7. 正 交 问 最 代替 - 
落 号 一 0, 风 称 两 个 沿 量 严 和 五 是 到 交 的 或 委 直 的 ， 并 记 作 中 83， 由 等 式 (1.6) 得 。 
如 和 五 是 正 变 的 充分 必要 条 件 为 9=0 或 了 =0 或 4 人 bq; 人 一 可 


“ 例 1.268 设 各 和 名 如 人 光 关 6- 一 q 一 踪 (o9; 项 c 是 和 避 正 交 的 非 零 向 量 ， 奉 则 , 设 
c 一 0, 风 直 等 式 (1.6), 0 一 1g 一 忆 (6) 一 19 一 友 , 其中 一 {a 6) /16s, 这 是 水 可 能 的 , 元 


为 名 和 名 线性 无 关 ， 名 此 0 残局 同 、 人 
和 (ey 一 Ca-b) -ep-a 
故 cc.16. 
8. 标准 正 变 基 


” 设 eu 四 是 三 个 开 相 正 交 的 单位 向 量 , 如 图 -8 所 示 ， 它们 是 线性 无关 的 ， 因 为 若 
Nie1t keyt haesn0 ,MI A=ere ehiert bes thaes) 一 onet 
一 即 对 每 一 个 乌有 一 0， 所 以 它们 构成 一 个 基 ， 并 称 为 标准 自 
洋基 ， 

易 见 , er ($ = 4，2, 多 是 标准 斑 灾 基 的 充分 必要 条 件 
是 1 


€1*C1=€2°€ 


Load 《单位 册 最) 
.es 一 0 《全 此 重 直 )， 


el ez 一 Ga C8 


jl 包 3, (1.7% 
54 称 为 克 罗 内 克 符 号 , 它 是 一 个 常用 的 符号 ia 
,在 问题 1， 28 中 ,我 们 证 咀 


“定理 IL4 没 Co es，es 是 标准 正 奖 蒜 ， 恬 设 4 一 @ 光 时 asest des 著 刀 =Be1 十 bs 二 
ope 山 


1 一 
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CI) Gd ba oebs 十 Re63 -六 cb 
《ii) al ~ va VRS . 加 
4 
(iii) ww 一 -et 一 1，2，83). 
全 I.17, 设 G=@1+26s 站 一 221 十 b 一 2 pe 一 一 389 十 ez 外 
{8) 4 一 (人 (2 二 CO 人 CD 十 (一 2 一 一 2 . 
《Pb) Kare) = [Lh) (0) HOC—2) + ND] 26ei 二 es 一 2ea) — “01+ 2 he,, 
0) el bv, - 


{d) we ~ 5)ei+ (WVB)es, 


A : 

设 非 零 问 量 4=q1@: 十 aseo + -QBs， 有 目 设 = 人 人 a， el), 记 1, 2, 38， 加 图 1-9 记 示 ， 数 
208 F:, 008 65, ,cg ba 称 汶 的 方向 余弦 ， 轩 为 qe 一 llcosb, 
一 of 故 、 

cosB=0) lal, 5—1, 2, 3 
注意 ， 


和 ta a 
Te 
=— (e050)ert (eos} es (cos 的 yesy 3 


苑 厂 葛 方 岗 难 薄 翘 必 的 蚊 向 填 的 单位 沿 量 的 分 量 ， 
9. 定 向 基 a [0 


设 (@1， ea，@s) 和 (51, Ws, 妇 s) 都 是 有 序 的 标 洪 亚 交 基 , 设 想 将 三 向 量 组 (gi, 1973, 9s) 作 
旋转 ,使 9; 和 gs 苍 员 地 与 .6&1 和 By 四 合 , 这 时 go 或 者 利 es 同 向 ,， 城 者 和 'ea 挨 切 ， 对 前 者 
我 们 称 (93; Da，gs) 和 (et ea，es) 有 相同 的 定向 ， 对 后 溢 间 称 这 两 个 苦 有 相反 的 定向 ， 下 
面 用 精确 的 方式 ,六 在 意 的 基 ( 而 不 仅 限于 标准 正 交 基 ) 半 述 定 问 慨 发， 


设 fa Wa, 和 Ys, Wi 且 We 者 系 数 行 下 起 louj > 


则 (TP 了 和 (au ws, us) 有 相同 的 定 在 问题 1.27 中 ， 我 们 证 明定 回电 节 中 所 有 
布 序 基 的 综合 上 的 一 他 等 从 关系 . 个 半天 外 划分 为 个 和 人 同一 类 中 的 有 序 基 有 有 
起 图 的 宕 向 ,而 不 周 凑 晤 的 革 有 相反 的 定向 ， 


上 .上 三 ， 了 


{a) | i 《的 
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为 了 直观 地 识别 有 序 基 的 一 个 定向 ， 若 基 中 的 向 量 三 , 4 Wn 在 空间 中 依次 和 右手 的 
姆 指 , 食指 与 中 指 取 相同 的 方向 , 则 称 (ta，ra， gta) 为 右手 未 基 , 否 时 就 称 为 左 子 系 基 、 

例 1.18 图 -10(@) 和 (6) 中 的 三 向 量 组 (Wz, tts, tt) 是 右手 系 基 , 在 图 -10(5) 和 (6) 
中 , 它们 是 左手 系 基 . 

注意 : 除非 另 有 说 明 , 往 后 所 说 的 基 将 是 指 右 手 么 标准 正 交 基 。 


10. 向 量 的 向 量 积 


设 (eb es， es) 是 右手 标准 正 交 基 ， 皇 设 @ 一 aie1 十 deBa 十 csts 和 厂 一 701 十 783 十 2eu 
中 和 日 的 又 积 或 向 酸 积 是 向 重 , 记 作 @Xx 定义 为 
qaxb— (ebs— oba)eri (Gb ba) Cat (G1b9— wab1) es, 


它 可 视 为 下 面 的 行列 式 的 展开 式 : 
el 三 下 
omxb~iles a ble mm —@a 三 各 十 es 后 用 
gs bs gas bs qs bal- 
Ba Ga bs 


= (82b3— gaba) e+ Caab1 — 01bs) ent (a1bs— Gab1) Es 
例 1.19 设 a-e-es, b=-est2es,c——2e1 一 es, 则 


G1 1 0 
axb-|les 一 1 1|=—2e,—2e,+es, 
ea 0 2 


在 问题 1.82 中 ， 我 们 证 明 疝 县 积 实际 上 并 不 焦 吉 于 右手 系 标 准 正 交 苦 的 近 择 在 问题 
1.81 中 , 我 们 还 证 明 

定理 1.5 G) lax6|=|allblsing, 其 中 日 一 Km Bb); 

(i) a. (axb) 上 Ex lb, 

b. 车 axBbw0, 则 (w, 8, ax 想 是 右手 系 的 线性 无 淆 的 三 向 量 组 ，， 

因为 [4&15lsing~0 当 生 仅 当 |aj =0 或 | 大 0 或 90-0 或 9~w， 从 上 面 (i) 和 许 瓦尔 
兹 不 等 式 的 严格 形式 ( 即 |a5| ~1a||8| 的 充分 必要 条 件 为 a 和 怠 线 性 相关 ) 有 

定理 1.8 ax5~0 当 且 仅 当 q 和 6 线性 粕 关 . 

著 和 避 不 是 线性 相关 ， 即 车 xBb#x0， 则 定理 1.5 (ii 夺 胃 wxb 要 直 和 和 也 并 
且 (a, 瑟 qx 四 是 右 笠 系 的 三 向 量 组 , 如 图 1-11(@) 所 示 、 

注意 , 向 量 积 一 般 不 是 可 实 换 的 虽然 5x 和 x 大 相同 的 长 度 ( 定 型 EcoyB 
行 于 下 xa( 定 理工 .成 说 a- ), 但 6xa 和 ax5 的 方向 是 相反 的 ( 定 外 1.5(ii)b.), 所 以 Bx 
0= 一 (Qx5), 如 图 1-11(5) 所 示 . 


ax _ 1 


图 1-11 图 1-13 
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例 1.20 对 于 标准 正 交 基 (9:， go, 9), 如 图 1-12 所 孙 , 由 定理 1.5 可 得 
gi X10, gaX 1— —#s, FsX gi~gs, 
1 303, YX =0, aX a= —8s, * 
x ga ga sx a= ex gs, 
在 问题 1.29 中 , 我 们 证 明 向 量 积 满足 
[BB] ax6=~(bxGa) ( 反 交 换 律 ); 
fEs ax B+c)=axb+axc (分 配 律 ); 
[Bs] (ka) xb=k(Qxb) (k= 数量 ); 
[Bd)] axa=0. 
注音， 向量 积 不 仅 不 可 交换 ,而且 也 不 能 结合 ， 即 一 般 来 说 @x (Bxc)*(a x 了 xc. 
由 例 1.20, gx (gxX gs) 一 9iX gs 一 一 9o， 而 (gi XOX G0xgs 0 
例 1. 吐 如 图 1-18, 在 三 角形 480 中 , 设 @= B80, 6=4C0, c-4B=b-ga, o= 
Lb, ©), B=—L(c, 8), 7 一 一 (本 DD， 现 在 ， 
0=~cxc=—cx(b—a)=cxb—cxa, 


即 cxb=cxg. 
类 伏地 ， 
cx6=—- Bd—a)xb-b0xb—axb-bxa, 
本 此 cxb-cxa~bxa, 
刘 lcxBbl=|cxal=|bxal, 
即 icllolsina= lellalsing= |b| leaisiny, 


这 就 给 出 了 正弦 定理 


班 . 混合 积 和 向 量 恒等式 


积 bxc 称 为 泥 合 积 或 三 重 数 量 积 ， 注 意 并 不 适 要 加 括号 ， 闪 为 恋 式 呐 能 意味 着 
(5 Xx), 妈 向 量 和 同 量 如 Xe 的 数量 积 ， 这 个 积 也 可 以 利用 行列 式 玫 示 出 来 设 w= 
后 Er Ga6a 十 Gao B=— be1+ bres + baes, ec 一 Olel 二 cags 十 co65， 则 
Br bi oe 
ea be oa 
_ Ba bs ca 
= (baca 一 jacs) — oC3Dz —01ba) ts (Ba0s — Pats) 
mu bi ea 


ab Xe (mert oest gaes): 


=|m be 6l. (1.8) 


ts bs os 
由 行列 式 的 性 质 得 

abxc-caxb-b-cxa-—(baxe)=—(cbxo——(acxb) (1.9) 
特别 地 ,可 得 0-6xe~gxBb.c.。 这 样 一 来 , 我 们 可 以 丢掉 泥 含 积 记号 中 的 点 和 叉 , 使 用 如 
下 记号 代 百 它 : 
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{abc]=abxc=axbc. 
由 定理 1.8 和 和 等 式 (1.8) 直 接 得 到 
定理 1.7 [abc] =0 的 充分 必要 条 件 是 四 如 线性 相关 . 
有 关 疝 量 的 数量 积 和 向 量 积 的 昼 等 式 用 途 较 广 。 着 朵 题 1, 冲 中 导出 一 个 基本 便 等 式 ， 
划 
定理 1.8 gx (xc)= (gc)8— (obece. 
由 上 式 易 导 出 另 一 些 恒等式 : 
[8:] (axD-(exd)— (ac) (bd) 一 (Ge (Be) 
[Bh] (gx xlcxqd)=[abdle—[abcld. 
例 工 好 设 4=exg, 则 
uxbuma dxure bx(cxd]-a[tb de- (bod, 
这 里 我 们 用 了 -9) 和 和 定理 1.8， 由 此 得 沿 
《EXE :cxd)- lac (Bd) — (od) (bce). ， 
这 圾 证 明了 上 面 的 [zu]， | 
§1.2 问题 及 其 解答 
二 向量 加 法 
1.1 证 明 淘 量 加 法 的 性 质 [44] 至 [4J]， 即 证 明 f4] 如 十 一 五 二 GE，[4a] (十 本 十 em 
+Bbte), [AsiatO~a, LAdat+(—a)=0. ) 
证 : [4 atbm (tb, df by, dat by) = (Bid bat+ ds, bei mo) 一 下 十 杖 
{4As]: (a+Bb)+e= [etb)to, (aa 二 3) 十 ca Cas+ $3) + 03] ~ [oa 十 (6 + 02)s 
wt (batoa), Gat+ bate) 一 GE 十 (十 e)， 
[4a]，@+O 一 (ga 十 0， 二 0， 十 从 二 (gr aa 9) 一 攻 
[hs]: QtC-0) ~ (0g Ga 一 一 (0 0, DD=0. 
”1.% 如 图 3 所 未 的 平行 六 面体 中 ， 设 0=0P, b=08, cm08, 试用 a c 坡 
4, 未 OF, YQ 和 URT 
和解 ; QV-ORT RY-UOR+OS-bte. 
VRQ= VR+ RQ= RVREQ 
~--0S+OP- -cta. 
; ET~RS+ST- RO+OS+ST 
图 4 : btete. 
1.83 讽 1,4 运 用 性 质 [41] 至 [44dj] 已 证 明 向 量 方程 g++ 一 各 有 了 叭 一 解 和 =B+( 一 0) 
一 5 一 g， 返 用 此 结果 , 证 明 : 
(a) 替身 量 和 是 唯一 的 , 即 车 0 +a=a, 则 0 一 0 
(b) 向量 一 是 唯一 的 , 即 革 Wg= 色 则 中 一 一 机 ， 
(e》 对 任意 号 有 一 (一 四 一 
证 ，(a) 击 方 程 +a 的 解 的 叭 一 姓 妈 得， | : 
《b) 由 方程 + 一 0 的 解 的 唯一 性 即 得 ， 
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(0) 考虑 方程 一 @ 十 4 一生 它 解 “0 一 (一 D0); 和 二 = 他 是 根据 
访 程 的 解 的 唯一 性 即 得 一 (一 邓 ) 一 @。 ， 四 


多数 生 向 量 - 

1.4 证 明 数 乘 向 量 的 人 性质 [Bz 至 [BaJ， 即 证 明 ， Dalea- ea [Bl Cbs 
BG=hatbkd, Fa+b) 一 天 下 十 7 有 [了 ia 一 C. 

证 :{Bi]，ja(jsgy 一 (有 (zaca)， ha Caen), Es (Rots)) = (人 (及 和 oa (有 ao Chem) 
= hike) a 人 

[Ba Chit ha) = (Chi et Cte 全 + 三 (hor Eka, hath, 
Pont kare) = + bak; 

E(t EG t+ Db), Fast ba), hls Da 

[Ba]j，1@ 一 (fei, les, Ts) = (tm, Ga, 3) =0. 

1.65 戎 6 一 2 Bt 五 一 20 一 2 em + 0s, 试用 Ws, Ws 于 未 2a 一 3 人 
一 c). 

解 ，2g 一 3 人 一 c) 一 25 一 8 180 2 20 B10) ~ —8(1s— oa 十 282) = 24 
—4WaT 6 — Bust BWat BU + 612 = 00 ts+ Qis. 

于 6 证 明 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 乎 行 于 第 三 边 且 等 于 第 之 边 的 一 举 ; 

证 : 如 大 设 天 和 型 分 别 是 三 角形 4BC' 的 边 4 加 和 AO 的 中 点 ， 这 时 
AM- AB, AM'~ 寺 4C 和 有 MM'~ AM’-— AM- AC -AB) -1 可 BC, 于 是 如 


了 H' 平行 于 BC, 窑 的 长 是 BC 长 度 的 一 半 ， 


加 1-15 图 1-16 
1.7 如 图 十 18 扬 示 , 设 a-04, 6#0B, bxw, 自 c200.. 证 明 : 0 在 4 和 B 有 硅 
确定 的 宜 线 荆 土 的 充分 必 愤 条 件 是 cmb psb; 其 中 有 十 ha 一 1 
证 ， 车 0 在 了 上 , 则 如 4=a--5 和 了 BC~e 一 是 平行 的 ,因此 存在 包 使 
一 1 一 有 一 再 )， 或 ch (LBL -hetkb, 
其 出 加 十 如 一 1 一 一 4 皮 之 , 敌 c hi 十 加 省 ,其 中 如 二 及 六 多 庆 : 国 一 5 一 有 qq 十 
Rb bha— tl—b)b ha— kdb(a 6), he- 1 和 一 如 4 是 末 行 的 . 
到 此 @ 罕 4 和 好 所 确定 的 直线 上 - » 出 


i 的 
，3， 线性 相关 和 线性 无 关 ， ，、，， . 


1.8 证明， 向量 弛 Ws, …, 刀 , 蚌 线性 相关 的 完 分 必要 条 件 是 演 卡 向 量 中 的 一 个 是 
其 你 各 此 的 线 幅 组 合 。 | ， 7 
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证 ; 假定 是 是 ga pw; 器 的 线性 组 合 ， 邵 于 一 和 ta 十 二 和 和， 则 6 一 bt 一 … 一 
nth。 一 0， 其 中 至 少 tt 的 系数 工 不 是 零 . 闲 此 9，…， 此 线性 相关 . 

反之 ,车 中, …， 后 线性 相关 ， 刚 存在 不 全 为 零 的 和， …， 加, 使 入 本 十 本 2 二 十 各 
一 0 假定 三 尖 0 则 全 = 一 (Jaf 和) 一 一 (fb, 因此 抽 是 红 s,…， 刀 的 线性 组 
合 

1.9 证明 车 一 癌 重 集合 有 一 个 线性 相关 的 子 集 , 则 它 也 是 线性 相关 的 . 

证 ， 假定 集合 {6 tt 的 于 集 和 Wo，…s } 是 相关 的 , 则 存在 
不 全 为 零 的 如 …， 入 ;使 Ta 十 patts 十 … 十 有 一 0 然而 这 时 各 二 二 呈 寺 ny 十 
Qtr 十 二 08 一 0 因此 三 , tw '*，W 也 是 相关 的 . 

1.10 证 明定 理 1.1. 如 果 航 ,…, 所 线性 无 关 ， 且 加 t 二 ta 二 十 到 一般 弛 十 
8 十 二 其 人， 则 有 于 加 ， 本 一 鹏 ,一 本 . 

证 ， 假 定 某 个 名 到 为 ， 则 

( 隐 一 肌 ) 级 十 Ch 一 各)Wg 十 一 十 (如 一 防 ) 弛 二 十 (可 一 可 J44 一 0， 其 中 如 一 匣 关 0， 而 这 
意味 tt4,…", ts 线性 相关 , 和 定理 的 条 件 广 导 


4. 基 和 分 量 、 


1.11 证明 部 中 每 一 个 向 量 可 以 写成 三 个 无 关 的 向 量 的 线性 组 合 , 因此 三 个 线性 无 关 
向 最 构成 如 中 的 一 个 基 :; 。 ，… 
证 ， 如 果 wm 8, c 是 线性 无 关 的 , 则 方程 
w+yb+iac—0 
有 唯一 解 一 yz 一 0。 这 等 价 于 方程 组 - 
261 十 gyB1 十 201 一 0 
00 十 9Da 十 gos 一 0， 
HG3 十 25 十 208 一 0. 
仅 有 平凡 解 “一 g~2 二 0 而 这 仅 当 系 数 答 阵 有 徘 零 行列 式 时 成 立 , 即 
hu 有 ol 


aa ba 6 | FO 


as ba ts 
此 时 对 开 中 每 一 个 向 量 gr po wa 16), 方程 组 
wa yb 20r — as 
moan ybats02— Lay 
. vasat+ ybat sca — Wa, 
有 解 4 一 而 , y 一 kb, z 一 如 ,这 意味 着 一 加 g++ bsc 符合 要 求 ， 

1.12 证 明 B? 中 任意 四 个 或 多 于 四 个 的 向 量 线性 相关 ， 

证 考 卡 向 量 gz， 4s， Us，Us，…，4。， 可 假定 tts，ts 线性 无 关 , 否则 因为 gil，Ws; 
ss; 2s,…，&r 有 线性 相关 的 子 集 ,因而 它们 是 线性 相关 的 ， 车 tts， zs 线性 无 关 ， 它们 
攀 成 一 个 基 , 昌 有 4 一 训 tu 陡 atlastts， 这 着 昧 着 t41， Wa，tta，th 线性 相关 ， 因 此 和 2，ttav 
3，4s… Wn 线 性 相关 . 

1.138 设 纳 ,ts, zs 是 基 , 且 设 4 一 级 一 tar20, 6 一 Uo 一 Us 和 Cc 一 一 tla, 求 2@ 一 六 一 


1 避 间 题 及 其 解答 扑克 


2c 在 il，to，ts 上 的 分 量 . 

解 ，2g 一 吾 一 2 一 2《81 一 全 二 208) — (Wa — 00) 一 2( —#) 一 2881 一 2473 二 458 一 到 十 和 3 十 
2 一 284 — Wa + Ba, 
于 是 2@ 一 6 一 2C 关于 tr, ts tts 的 分 重 是 2， 一 十 5 


5. 数 量 积 


区 证 明 向 量 的 数量 积 的 性 质 [O4] 至 {O41 ( 见 第 5 页 ). 

证 : [Od]: @:b=wbhtdbdat od bart bd t baga dG. 

[On: (CFq9) :0= habit hrsbat haabe =h(G1b1 + gba daba) p(B). 

[G3]: q+e) ai(Bt on) + dalBat0s) +akbst os) ids ab Gabat cds + a0 
+ascs—abti+a.c. 

[C4]， 显然 85 一 如 十 售 二 克 > 并且" 一 硫 十 嘻 + 站 一 0， 当 县 仅 当 中 一 中 一 一 人 

1.25 如 图 1- 攻 , 在 三 角形 O04 加 中 , 设 a-04,5= 
0B, 车 |04| -2, 10B| -8 和 一 40B -80°, 求 (9) qb， 
(b) PaCb), C0) PalB). 

解 : (a) a'b =|allBbleosc(a, b) = (2) (8) o0880°= 
SE, 

Cb) PB) ~ (ab)/ lel = /2, 

(0) PCB) ~P(B) TE ~ (VS 玫 17 

1.16 证 明 柯 西 - 许 死 尔 效 不 等 式 , :4 所 | | |b|， 其 中 综 号 成 立 当 且 仅 当 @ 各 
线性 相关 . 

证 : 车 @=0 或 5 一 小 不 等 式 显然 正确 。 因 此 可 以 假设 6 Bb¥0, 这 末 由 [O04], 


(于 ety 轩 5)(Y 辐 oty Dalallol 20.6, 


御 +2a:b2|ol [6), 
故 lebleialldl. _ 
等 式 |a.5| 一 [oi16| 成 立 当 且 仅 当 一 


\ 则 < [els-0o 1 
或 Y 全 a-y 国 。-0 和 


而 这 又 当 且 仅 当 各 由夏 相关 时 从 
1.17 证 明 三 角 不 将 式 . latb|<|a| ++|5b1. 
证 : eb Cah)Lae [el 1b)’ 2 Dol 6+2lal bl =(lal . 
十 二 各 由 上 式 取 平方 根 便 得 记 要 结果 
1.48 证 明 对 任意 a 和 5, | je 一 他 ||<1e 十 下. 
证 ， 由 三 角 不 等 式 ， 
lel=lotbFBl<larbl tlbl, Wm lol~idI<letd. 


o 和 


6 


到 ] 第 一 章 认 。 航 


同 祥 Bl=i+ -|aid al<!aitbdl+ lel,., 、 
即 : 3 1 BI- el sia bb; 
于 是 fieimlb|| -Maxlel— 1d, B61 -lel)<laidl, we 
硬是 得 证 . i 
6. 正 交 向 量 了 这 : 的 


I.19 设 c 重 直 于 a 和 本 证 明 对 任意 守 歼 丸和 ac 秋 家 对 和 + 有 Bb， pr 
证 : 因 六 Cc 委 直 于 Gs 和 b Cia=0 和 csb=0. Ni eset bob) hi(erG) 上 有 (cr 
+) 一 0, 于 是 c 重启 舌 疝 GT8 扩 . ， 四 3 a 
1.20 设 .fa tos ia 混 基 , 且 定 义 、 、 
人 一 2 b— — Paltts), ee 
证 明 qa, “是 互相 和 三 喜 的 非 零 向 又 . 本 
证 ; 4:b=@. (gs 一 P,(W)) gba. Ca: p/m 
Ga 一 到 "fo 一 六 所 以 上 65, :其 次 ， ， 、 
a ea [em ta) 一 可 (tta)] 一 上 [us— (a, usa/tels— CB ua)p/ DY 
“dats. i Bue) Ca by (81 a ，Y ， 
因为 arb=0, 故 .ze 二 aaa 一 got 一 0, 所 以 @ Le。 最 后 ， 
i Be-b [es (euya/lals— B-myb] 
一 (8-am) 一 (Gata)(a， ep 一 (Bur) Ch 6)/ {Bl 
= (B10) bg) =0, 
于 是 名 斑 是 互相 重 直 的 它们 也 是 非 零 向 最 , 因为 宇 二 0, 车 6 
0= Bb~t— Pt) = he = Ha— btn, i 
这 不 可 能 ,因为 奴 和 全 问 性 无 关 : 甘 c=0,，:.:' 
05c 一 ta 一 BP(#s)— ke 一 aa 一 Esb 
一 和 一 有 和) 二 的 Kates, 
因为 4, tts，gs 线性 无 关 , 这 也 是 不 可 能 的 ， “…… 


i 


7. 标准 正 交 基 可 i 


1,81 证 明 (a) 259 十 85o 十 48os 一 8, 加 ae 人 


证 ，(a) 8y= {e hy 


(b) 如 上 所 述 , 只 有 5 过 作 用 ， 放电 am- 和 bi. 
1.22 设 m tta,， ts 是 基 , 且 设 a 区 ， i 
et "= am 和 人 一 Br . . 


~ t-te (a. Wa) (8) al* 


Pe 


因此 Pt Bot Su PO) +8(D +4(0)=3. 


， 
证 明 六 ontu 一 su i 


证 ,只 要 把 下 摊 改 为 避风 天 一 窟 54 轧机 Ti 辣 量 , 员 - 品 wuu 代入 了。 


3. 问题 及 其 解 罕 【 妈 半 


Davi= 室 Dis at- 站 忌 国友 ju 
tml ET 1 4 kel ? 
因为 tu， tts, ta 线性 无关 , 故 各 分 量 对 应 相等 , 得 到 网 


Bu 二 ab 
由 .33: 证 明定 理 1.4. 落 el，es， es 后 正 交 基 ， 和 aoerl ee eer, 一 5eiT 
AT 


bspart Bass， 则 (a) @eb— 四 下 二 aa 和 ealo (b) |G| = NT (0) men dL,2, 


3. 


证 (4) qa:6= (eert oep + eae) (Bi€1 + bres + baes) =abi(e1* ‘1) + wbales ea) 十 
tbs(€1°€3) + aabi(Es€1) 十 om 了 配 (eses) 廿 四 页 (es-es) -Husbitea el) + aaba( Cs 0a) 十 dapga(e@s 
ea) = tb oda + abs, i 


简写 为 ae (全 ba -Damiere); a 


即 6 一 宙 凡 oibiy 一 总 qb 
(by lal 一 /Ge MRT 四 
(0) dei= 《3 8) 外 一 Sole: eg) 一 Padsm a 


1- 设 上 一 ei 一 22s 二 3es 各 b=-es 一 es， 求 (2) GD (Pb) tal, COR "(9 PiCB), 
Ke) PB), (1) eos (a, b) (Cg) Gel，Greavites (Ch) 双 的 方向 余 纺 
解 ，(a) qa-6 一 (DD(0)+( 一 9) 人 D 二 (的 (一 DD 一 一 久 ;i 
(DD) lal=vVee =V OD TD TB VI 
(0) ta—a/| ol!— (1/MI4) (0 26+ 8e); 
(dy PB (BD/ el /NVI 
(8) PD -PB — 5/i4(e1 26st 3es); + :i 
(£) co (a, BD— (ob) /lal | {8/V I V5/TY 
(g) qe=1; O80 ——2, 全 :23 一 条 ， 
h) sosL 人 (6 一 而 /| 卫 ] 一 坟 Vi co (0, ey)— oa/ lal. 
——2/Vidcon/(g,e) =as/|a|=3/VI. 
1. 中 : 设 ta， ta， Ws 是 任 一 基 , 证 明 穿 在 唯一 的 基 玉 ,; 玉 ,Wy 局 
两 :本 一 1 Vogt=0, Varti0s 2 os, 
Vitas0, Varts=1, Vertfas0i /. .a 
VWs™=0, Wartla=0, Vartta—1, 
其 一 8w 名 j= 上 2 8， 车 入 也， 亿 称 为 基 二 ,4 各 全 守 雪 训 和 相 庶 地 ， 


车 ge at 二 aats 二 alts 和 了 = 也 二 二 5 态 +b 则 ， 站 
ab— ( 瑟 aa) > (B87) - 忆 Db LO 3 闻 p6v 一 司 Bee. 
注意 ,标准 正 交 菏 是 它 本 身 的 对 侦 基 . 


证 ， 设 et，es，es 是 标准 正 交 基 , 又 设 
th et dsest ies, YY 
a= aE1 dogs + onea, 1 Ht. 


B] 


128] 第 一 章 向 其 


4 一 0181 十 03323 十 Was 
旺 页 一 ea 十 zea 十 gae9 
则 Vi = 01 tigvat Gams —1, 


Vi gs — G11 Wawa tasvs —0, 

Vi wa— e101 +t qawa osms 0, 
是 关于 mz, wo, ws 的 三 个 方程 的 方程 组 ， 畴 为 行列 式 ]au| 0, 故 它 窑 在 唯一 解 三 一 wei 证 
aaa 二 oues， 类 似 地 , 对 瑟 和 和 玉 也 有 唯一 解 , 简 下 来 的 间 大 是 证 明 态 ， 玉 ，V 线性 无 关 ，。 
因而 构成 一 个 基 ， 下 式 ， 
hthVet hoy- SAV0 
乘 以 za 和 2 2, 3, 得 到 

[Bar] ew -hh 0 jl, 8, 

于 是 到 一 一 一 0 
因此 矶 ， 骆 ， 砚 线性 无 关 ， 着 移 记 个 训 。 


8. 定 向 


1.26". 诈 明 ， 三 向 重组 Es， 现 ), 其 中 肋 一 2 一 名 十 288， 静 一 ta 二 ta 和 Ve= 
一 种 十 28s 十 ts 和 有 序 蕊 (Wz tm, tts) 有 相同 的 定向 
证 : 因 分 量 行列 式 


2 0 -1 
-1 1 =1>0, 
2 1 1 


所 以 ( 玉 ，Ts， 丽 ) 和 (tt4，ttas 所) 有 相间 的 定向 . 

1. ”证明 ， 定 向 是 于 中 所 有 有 序 基 的 集合 上 的 一 个 等 价 关系 , 即 证 明 

(a) 对 所 有 (五 ， Va，TPs),， (TPe，WP) 和 (Ti，TW，，Ts) 有 相同 的 定向 ; 

《b) 车 5 矶 ， 了 ， 酌 ) 呆 (as ts，Ws) 有 相隔 的 定向 ， 则 《ty ,ga ts) 和 (Ta, Ps) 有 
四 周 的 证 向; 

(0) 著 (tps tpa ts) 利 (及 ， 肥 ， 珊 )》 有 相同 的 定向 ， 且 《 访 ， Fs 下) 和 (wy ta tra} 
有 相同 的 定向 , 则 (tw,，tp3，tps) 和 (Catz wa， as) 有 相同 的 定向 。 

证 : 〈a) 我 们 记 -uy, j=1, 2, 8. 因为 行列 式 [u| 1 帮 《Va 六 ,Ws) 和 
(Vy, 人 用， 六 D 有 相同 的 定向 : 


(b) 设 丽 - 入 ms 本币 二 =- 竺 世 两 由 问 题 1.22， 加 oopbu 一 au 用 展开 的 方法 易 验 


家 oz 一 law| |5g|, 因此 


] 2 = 。 
las| Te 
因为 (Ps，Va) 和 (te, tws, Ws) 有 相同 的 定向 ， 融 [ew| 之 0。 于 是 1851>0, 因此 (am uv 
tt) 和 (天 ，Ps，Ts) 有 相同 的 定向 ， 


§1.2 站 证 及 其 解 和 [17] 
《0) 设 钢 一 襄 on 和 厂 一 训 BirT， 以 前 者 代入 后 着 得 到 
3 3 3 bi 
W= 衬 Bs 六 3 衬 ix Jus 


a 
于 是 Wi owt, 

i ， 
其 中 om be jl, 2, 8, 
同样 les| = |E embwl 一 [av| | dl, 


因为 (Ws Wo, 到:) 和 (天 ，WFs， 现 ) 有 相同 的 定向 ,而 CW， Fa， 如) 和 (4 tw taj 有 抽 同 的 
定向 ， 邦 |5w1>>0 和 |ag|>0, 因此 |ey| >0, 于 是 (Ws Ws, 到 3) 和 和 (tz, ws, 54) 有 相 则 的 定 


剖 。 所 

9. 向 量 积 

1.28 设 区 一 281 一 ea 十 eu 6 一 61+264 一 6s, C04 十 369， 试 确 定 (a)axb, (hp)bxa, 
(waxidbxe), (daxd)xe, (elagxbe, (Dax(b+to -uxb-axc. 


解 ， 
| GT 2 i] 


-LT 2 2 1 2 
a) a xb=|e: 一 工 2| 一 el 一 es | 一 一 6 二 3e， 
1 -1 1 一 十 .|i 
ea 1 -1 人 
+ 5ee, - i 
全 1 2 A i 
(hb) Bxq—|e 2 -ll-e—S3es-5es 易 见 ,OX6- -bxXg.; 
es -1 I 
@: 1-0 
(0) ax 他 xc) 一 (2e: 一 ea 二 6a) les 21 一 ea 让 ea x (ie: 一 一 2a+es) = 
， ea -1 引 … 
je 2 5 i » 
1ea， 1 —2| -etBester. 
le 1 1 
: @: -1i0 、 
(a) (axb) xe=(—etBetbe) x (ea 十 2es) 一 | 6 8 1| -ert+2es—es 由 此 


看 出 ax (Bxe)# (axBD xce, 5 2 

(0) (uxb).c—(—etBde te). (est20s) =(—1) (0 + (8) (D+ (BD) (2) 一 18. 
@ 21 
es 一 8 
es 1 1 


(D) axB+e)= ——4e1—est+Tes, axb——eétdetbes, Baxe 


~ 一 8e1 一 4es+2es, 则 
ax(b+o)—axb—-axe 
一 (一 4ex 一 区 十 Yes) 一 (一 ei 守 Se 二 Dee) 一 《se 4 十 28a) 一 0 ， 


E18] 第 一 六 向 最 
1.29 汪 明 (a) ax ( 遇 十 约 王 姓 X 而 十 台 XC，(b)y (NB) xb=B xb). 
证 : 设 区 一 rei 十 aaea 十 oaes， B= Die1t baa bss, C— 081 626s} vses, 
(a) ax (b+e) = [Lestbstos) dDbat cs)Jert [ds bs 01) —ar(bat+ 63)]eat [aes(Ds+- 
03) —0sb1t 0) des= (bs ~— gsbs)€1+ (Gsbi— Gibs) Et Coiba Gb1) ea 十 (aacs 一 aaalel 十 
(ga01 08)€a+ (cs — Go0 Es = Xb+EXC. 
(bp) (pa) x b= (kaabs— basbs)e+ hasbi— kasba)est (kabs 一 hasbi)Es = plsds 一 
gaby)e1+ (sbi — cba) est (mba— tabi)Es] = ECGX Dy. 
1.80 证 明 |ax61* 一 |ej* 史 1? 一 a6 
证 i 设 ga61 十 guEs 十 GaPs 和 =D161 二 Dyes 二 bses, 
[mxbl2= (wx -ex = [gb 6bs)e+ (De Cards Gada) eal 
* [Casda— 062)e1+ (qsb1— 15s)83+ (aba — tab1) sl 
~ (gaba—asba)? + (Gab1— mbe)?t Cwiba— tab1)” 
=0353+ 0803+ 3b? + ofb? + orb3 + a2b? — 200bs688bs — 281b108ba — 2604010 0a, 
lel lr la Bh (0-0) (B60) — Cob) (eb) 
人 3 一 ( 坚 十 辐 十 咀 ) (好 十 隆 十 5 和 一 (QBb1 十 Gaba 十 sbs)> 
= 903+ odbs+ ob? + oad -+t 0207 + 5 — 2010192b2— 2abiG3be, 
—2gabactaDs, 
比较 上 面 的 式 子 即 得 所 需要 的 恒等式 ， ， 
1.81 证 明定 理 1.& 
(1) laxdbl~|al Slsing, 0—- Za, Bb); ， 
(i) a. (exBDla 和 (ax bb; : 
b. 医 (qx 好 0% 则 (EE 如 qx 如 和 (er ez es) 有 相同 的 定向 ， 
证 ，(i) 由 前 一 个 问题 ， 
lexBl? = lel — |eBl- lal?t8|s— |el?|6l*o08s0 
:一 BEMKL 一 cos?0 = | 人 到 二 sin26 一 《sn y, 
因为 对 0<9<m, 有 sin8>>0, 帮 |ax5b| 一 |al|Bblsin9, 
人) sa. 设 qQ=werTaestases {b=—biert bes bses, - " 
(axb) :ao [Cobs oda)ert (Casbi— 1bs) est (oba— sd: De (mertasest dape)} 
—mgabe— sba + gabs — Waibg 十 Gatiba — tgdabi= 
类 位 地 , (ax 把 :b=0, 国 此 (axB) la 有 (axb) hb 、 
b. (a, b, x5) 的 分量 行列 式 是 
@ Bb (gabs— ma0s) 
ta ba (qsbi—aba) | 一 
Ca bs Seber enh) 
a .= | 5., . 
:axbs0, lax bw0 Ca. 6, ax Bb} 和 {es, oses) 有 相同 的 害 身 、 
1.82 证 明 向 量 积 的 定义 与 基底 无 关 . 4 
证 设 c 和 8 是 @ 和 65 对 于 两 个 不 同 的 右 第 ; 系 妹 浴 正 安 革 的 向 量 各 我 们 订 以 很 
呈 和 书 线 性 无 关 , 否则 内 定 更 二 .6x ce 一 0. 由 定理 4.5C)，(w, 而 c) 是 天, 故 ca 二 


~ (gabs ~ waba) rt Cag — mde) + (1ba— sb) 


车 


#1.3 补充 题 【19] 
各 +xc， 同 样 由 定理 1.5(), qc'~alajs+8(gBD)-0 且 Bc 一 wx 人 5) 十 B[ 天 0. 央 
为 种 怠 线 性 无 关 ， 长 |a]bj 一 |a-5bHw0, 因此 a-B~0, 且 c' Yc， 因为 (@, b, co") 
和 (qa, 玉 c) 两 者 都 是 右手 系 的 ， 故 ?>0、 由 定理 1-8GD，jc1= je 一 ylch 于 其 Y~ 卫 
便 有 ec 一 c. ‘ 


10. 漫 合 积 
1.83 设 C 一 el 十 9es 一 eu b=—ete, Cc~——est2es, 求 0:bXe. 


解 : 


| 1 -1 0 
gbxew| 2 1 i 
11 © a 


1.34 证 有 明 @:bxc-axe. 


证 ， 设 站 一 ael-Hases 十 oaes) bbet baes-t deo, 一 21 十 ez 十 ae 出 


| ed a 3] 
| ， 
Gbxc— a bo ca | 一 一 |ca oa co bs 
las bs eal Wm 0 a ba 


"Gxb-axbe, 
1.35 证 明定 再 1.8, ax (8xc)= (gob-(gbe 
证 : 设 区 一 aaeit 十 aaeas 十 aseo) b=—bie1t best bes, cc 一 ce 二 ooes+csea 出 
dX ( 百 XC) 一 《oael 十 apea 十 aaes) x [be0s— Baca)e 
+ 《Baci 一 caba)es 十 (Bea 一 Baol)es] 
一 ap 一 Gabz01 — absor Tsbiog)ert aaa —aobacs—— abi0s 


站 ” 
+ absc1) C+ Corbecr— bi0s— oadads mabs03) Cs, 
于 是 ,和 上 式 作 比较 有 、 ， 
{ee OB Be- (01 + aca + dace) (B161 + Does Fbses) 
一 下 Dit dabs t+ abs) Cox@1 + e203 + 0383) 

”= C00bip+ tabi0s— dodads— aad er +( Bagsor 十 Baaaos 

一 coqn 有 一 ca0sba) ea 十 (Baaa0t 十 Badsos 一 ertibs — G0abs) és 
xD 


二 


i 


§1.8 补充, 是 


1.86 如 图 18 记 示 灼 册 桓 体 OPQR ii 设 e-0P, 80- 0Q 一 0 机 具 设 可 是 
BQ 的 中 点 ,试用 @, 65, eR PM 答案 : PM- L614e-t ba i 


1.37 设 区 一 2 十 各 一 8zra) b= 一 242+ty C= 一 5 十 2 一 NX 
oo 试用 ta to, ts 志 夯 部 一 268+6， 答 案 : B04 了 9 一 4249，。 ， 9 a 
1.38 证 明 latb+e|<ie|+|6|+|el. 站 : 

1.89 证 明 四 边 水 俩 对 对 应 边 中 点 过 绕 的 中 点 重合 。 2 


了 .各 证 明 三 角形 的 角 平 分 线 交 于 一 点 ， . 图 二 井 


[203 第 - 章 内 量 


3. 抽 证 明 三 角形 的 中 线 交 于 一 点 ， 
1. 税 证 明 线 性 无 关 的 向 量 的 集合 的 子 集 是 线性 无 关 的 ，、 
il. 起 ”证明 ?中 两 个 线性 无 关 的 疝 晤 构成 你 的 一 个 基 . 
1. 蜂 ”证明 来 中 三 个 或 多 于 三 个 的 癌 量 线性 相关 . 
工 .条 证 明 ， 若 人 和 是 0 久 c 对 应 于 某 一 基 的 分 量 ， 则 全 = 各 当 且 仅 当 员 一 
天 《CE 一 Cd 六 当 昌 仅 当 6 一 @ 十 【十 ) 五 一 有 GE 当 且 仅 当 0.=%a. 
I. 驱 ” 没 本， fa ts 是 基 ， 试 确定 下 一 王 一 283 十 攻击 一 贡 一 珊 ，c 一 281 一 引 9 十 5ts 是 
管 案 . 是 . 
站 .条 设 中 ,Us Ws 是 蔡 , 日 设 全 = 一 三 十 名 一 和 ， 耻 一 天 十 2883 一 引 ， 二 一 2 十 妹 a 
证 明 仿 , Va，Vs 古 基 ,并 求 @ 一 241 一 ws 在 Vi，T， Ve 上 的 分 量 ， 答案 ， 唔 一 一 2 到 十 
-VY, us—8— Vt2V, wa=4W —2V+3Vs, a= —8T +4Vs—5V, 
1 和 没 a~ 一 elt+es 一 2es 和 了 =ei 一 e621+es, 求 (a) qb, (tb)|al, (0}cosL(a, DD), 
(9) Po (a), (0) Pal®). 答案 : 《3) 一 4 (b)vV6, (0) -4/(8V3), (d) ~4/V 3， 
(9) — (4/8) (@1—estes). 
工 -得 ” 求 向 量 @ 一 2e: 二 es 一 Ses 的 方向 余弦 。 答案 ，2/M14, 1/M14, -8/M 了 还 
1.50 求 z 使 4 一 vert+es 一 es 和 一 2e1 一 wes+es 是正 交 的 。 答案 : *=1， 
1 到 分解 eye 一 Ga3+ By7)(a 8) 十 B5182 的 因子 ， 答案 ，(wa 一 65) (7 一 
. 8b), 
T.59 设 d=etes 一 es 和 加 一 一 ez 十 264 一 2e3, 求 向 量 c, 使 4 b,c 组 成 一 个 直角 
三 角形 的 边 ， 答案 ，c 一 士 (2e: 一 es 十 es)， 
1.53 证 明 g~(1/3) (2e1~2est+es), gs=—(1/8)(e1t+2es + 2e3) 和 gs ~ (1/3)(2e 
十 ea 一 2es) 构 成 一 个 标准 正 交 基 , 并 用 《41，87s, 893) 表 出 (ex, ex, es)， 答案 :ex 一 人 /8) 
“ (29 十 ga 十 2g3)，eaw (1/8) (一 293 十 293 十 8a)， eam (1/3) (8 十 29 一 293)。 
1 .中 ”证 勇平 行 四 边 形 各 边 的 平方 和 等 于 它 的 对 角 线 的 平方 和 - 
1. 中 车 w 一 el 一 2 十 8es 6 一 2ees-ea 和 Cc-estes, 求 (a) oaxb, (hExa, 
(C0) abxc-[abc],，(d) wx (6xe)， 管 案 (a) 5eitTes + 3es, (b) 一 5e: 一 zea 一 
Bes, (0) 10, (d) 261—20s—26s. 
1.58 求生 61+es 一 Bs 及 如 = 一 es 一 2es+es 正 交 的 单位 向 量 。 管 案 ， 士 (LA/ 至 ) 
x 《ex 十 es)- 
1. 瑟 求 点 卫 到 平面 妨 的 距离 忆 其 中 d=~OP -ex+es 一 es 是 从 8 上 的 0 点 到 书 点 
的 向 量 , 且 6 一 一 +@s 和 ec 一 6 一 Bs 在 上， 答案: 9 一 |Poxele)|. 
， 
1 器 证 天， [eget [VV j= ta dp to |. 
， Us PV ge VT ua 
1.58 证明 (aux.(exd)+(bxe). (axd)+(cxa) (Bxd) -0. 
1.60 证 朋 flaxBD(exd}texf)i = [abdilcef] -rabel tdef]. 
工 .61 证明 :车 @ 和 十 记 在 的 平面 牌 直 于 包含 e 和 引 的 平面 ;出 
(axBb-.texd) 一 由 
1.82 设 (85，r， 3) 是 任意 一 个 基 . 且 设 


8$31.3 补充 题 『21] 
PT, Ve TT TT 
证 明 (Vs Te) 是 和 《ts Wa， 经 s) 对 侦 的 , 即 2 及 一 So 5 j 一 1,2,8. 
1.63“ 设 (ws, 4 gts) 和 ( 瑟 ， 玉 是 对 侦 的 基 ， 证 明 ( 互 , 瑟 ， Ve) 和 (gt 和) 
有 相同 的 定向 . 
1.64 证 明 存 在 定向 基 的 两 个 等 价 类 ， 即 证 明 车 ( 琅 ， 斑 ， 和 天) 和 (Ws Ws, Ts) 不 具有 
和 (t,tto, ts) 相同 的 定向 , 则 (Vi， 瑟 ，Vs) 和 ( Ws, Ws, Ps) 有 相同 的 定向 ， 于 是 我 们 能 够 
说 , 两 个 有 序 基 有 相同 或 相反 的 定向 . 


第 二 章 一 个 实 变数 的 向 量 函 数 ” 
4 2.1 基本 内 容 ， 1 ， 


1 直线 和 平面 本 


设 g 和 比 是 地 中 的 向 量 , ts#D 又 设 w 糙 示 了 如 中 通过 上 且 平 行 于 由 的 直线 上 网 点 ， 
划 这 直线 的 方程 可 以 考 示 为 


TR+g, —oo<h<+oo {2.1) 
或 用 分 量 形 式 表示 为 

m= Bit + Ot, 加 

om 和 to 十 0a， 一 oo 捷 下 所 十 co (2.2) 

mm 


方程 (2. 了 DD) 或 (2.2) 称 为 直线 的 参数 方程 。 当 参数 名 取 注 所 有 实数 时 , 点 w 就 哆 这 了 整 条 直 
线 . 一 个 向 量 车 与 和 用 就 说 这 疝 量 平行 于 这 条 直线 , 两 条 直线 平行 的 必要 充分 茶 作 
是 它们 对 应 的 方向 向 量 名 线性 相关 . 
例 2.1 通过 G6 十 26@s 平 行 于 妈 一 61 一 8@s 的 直线 的 参数 方程 是 
T= G63)+ (er 20 ) 一 (E+1)eit28s— es 

避 =E+1, vs 2, zs= 一 天. 

例 &.2 若 g 种 是 直线 上 的 不 同 点 , 则 一 一 是 一 个 平行 于 直线 的 非 替 向量 ， 这 样 ， 
运 过 @, 五 两 个 相同 点 的 喜 线 前 参数 方程 是 


whb—a)ia 
或 m= bb) ta, ma kbs— a) qs, ms=h(bs— 0a) +aa. 
设 人 表示 通过 @ 平 行 于 两 个 无 美 向量 引 和 昌 的 平面 上 的 点 , 则 这 平面 的 方程 可 表示 汐 
w=ht + ha, —oo<h<eo, —o0 hoo, (2.8) 


m= ht ho om, wa— hust hoa- ma, 
3 — huat- Byat og, (2.4) 
方程 (2.8) (2. 和 ) 柬 为 平面 的 参数 方程, 当 六 天 各 自 独 立地 取 饥 所 有 实数 时 , 点 ze 屯 造 
整个 平面 ， 一 个 向 量 若 与 平 丙 上 的 向 量 刀 、 线 公 相 关 , 就 称 这 向 基 平 于 这 平 加 一 个 向 
量 车 与 平 夯 上 的 向 证 民品 都 手 吉 , 则 称 这 商量 和 和 十 &t 才 记 决定 的 平 商 ， 
若 姑 是 垂直 于 平 曾 w 一 j 十 名 十 @ 的 非 堆 向 量 , 其 点 落 在 这 平面 上 的 必要 充分 条 件 
是 人 一 垂直 于 弘 即 


{oan=0. 《2.5) 
若 用 ww, 斑 的 分 量 家 示 , 则 这 平面 的 方程 二 以 写成 
m1 Nt Ca— Ga ra (ba — fa) ns = 0. (2.6) 


和 


53.4 基本 内 容 [ps 
车 .656,c 是 平面 上 的 不 洪 线 点 ， 则 6 一 9 提 平 行 这 个 下 而 的 线 竹 无 关 的 向 到 
“(8 一 q) x (¢ 一 Qa) 是 垂直 于 这 全 平 冉 的 非 零 间 量 , 如 图 2-1 所 示 . 
从 方程 (2.5) 得 到 通过 @. 百 、c 的 平面 方程 为 
[ea) BD ea] =0. ET) 
例 %.8 通过 @= ex 平行 于 各 一 Bl、 1 一 一 如 十 
ea 的 平面 的 参数 方程 为 * 一 ht 十 2 一 (有 一 el 
十 Bstken 或 入 一 有 一 各 2s 一 1， 一 用 
这 个 平面 也 可 写成 - - 


Ea 1 ~ 
[Ce—auv] 一 qetl za —10 中 oo 
Wa 0 


2- 邻 域 > 

用 球形 邻 域 的 概念 来 描述 函数 的 局 部 性 质 是 比较 方便 的 。 向 其 的 Ey a- 球形 
侍 域 , 记 作 8.(@), 它 就 是 满足 |w 一 5[<s 的 点 w 的 集合 ， 如 图 2-2 所 示 。 点 地 在 已 (wm) 中 
的 必要 充分 条 件 是 在 以 @ 为 心 8 为 半径 的 球 的 内 部 , 在 下 中, 品 (o 蚌 以 下 为 心 为 半 
径 的 加 的 内 部 ; 在 E! 中 ,B,C@) 是 以 为 中 心 长 为 28 的 开 区 间 的 内 部 , 如 图 2-8 所 示 . 


~ i 


图 28 "图 23 |! 


用 除去 @ 自己 的 a 的 球形 邻 域 来 讨论 也 是 方便 的 , 这 个 除去 a 的 集合 B,Ca) 称 为 a 的 
8- 去 心 球形 邻 域 , 用 BS.(@) 家 了 示 ， 因 为 |2 一 q| 一 0 的 必要 充分 条 件 是 2 一 dd， 所 以 愉 (@) 由 
满足 0<|x 一 @| <s 的 向 量 e 组 成 . 


例 2.4 向 量 a~ tootee 的 二 球形 邻 城 ， 即 8 4 (es+2es+ 8ea)， 它 由 清 足 


iz~al= [Ga 一 Dr 人 2 i 


于 . (所 一 —D?+ (os—2)2+ (8) < 
的 回 量 一 met 十 aes 十 zeea 组 成 . | 
例 2.5 在 型 申 ， 5 训 加 是 能 屁 | 一 引 <- 大 或 8 了 打 <s<5+ -的 数组 成 


的 集合 , 注意 8 1 是 以 为 中 心 长 为 二 的 开 区 问 区 内 部 ，， 


5 


3. 向 量 次 数 
若 对 每 一 个 实数 斌 CER( 实 数 )， 对 应 着 一 个 向 量 了 (3), 则 它 在 全 中 定义 了 一 个 实 变 


243 第 二 章 一 -个 实 变 数 的 向 其 函数 
数 工 的 向 于 本 坚 ,如 同 数量 函数 一 样 ， 号 称 为 了 的 定义 志 所 对 应 的 商量 的 爹 体 称 为 了 的 像 ， 
用 六 5) 表示. " 了 
例 2.6 . 设 世 .办 .6 是 空间 固定 ,的 和 是, 方 和 uk 
fa-Ab+ie, ~2<tea 
定义 一 个 区 陶 一 2 反 1<2 上 的 向 量 逊 数 ,所 对 应 的 一 些 向 量 列 由 好 下 ; 


‘+ | -2 | -1 | 0 1 | 2 
Ee | sa+4p+4c a+2b+e a a_abte | -和 te 


例 %.7 在 例 2.6. 中 设 ,@ 一 ei-hHdes Bb 一 es 一 es, cB81 一 es 则 

f= (1+ aen) — 2i(es—en) tt (ees) 
— (1+é)ert (S28)est (2t—#)es. 

这 里 开 是 用 三 个 数量 画 数 f4() 一 t+ 好， fa( 拉 一 2 一 此 ,fs(t) 一 2 一般 表示 .， 这 至 个 数 
景 画 数 是 了 对 于 Cew en es) 的 分 车 ， 

“正如 十 而 秽 子 所 指出 的 , FG8) 唯一 确定 三 个 数 种 西数 所 (4)、 了 (的 fa 的; 这 三 个 数 王 
和 ea 63) 的 分 量 ， 皮 之 ， 主 个 奉公 类 区 域 如 上 定义 的 台 量 本 当天 ()， 
0D, 只 一 一 确定 一 个 在 上 的 向 量 画 数 了 ()， 

“met, “ aa 上 PaDesrFGDes 
它 对 (er es,， es) 的 分 量 是 万， fa, fs. 7 
向 量 函 数 可 用 来 确定 曲线 。 设 多 = 了 (让 , 则 当 上 变化 时 ， 点 名 生出 一 -条 尖 ， 如 图 2-4 
所 示 . 方程 儿 = 了 (8 或 王 个 数量 广 程 生 一 户 ( 朋 ，2 一 从 ，a 二 Fa 人 称 为 出 线 的 参数 广 程 ， 
# 称 为 多 数 . |- 


图 2-5 

俩 2%.8 方程 你 = wcosB)ert olsint)es, 或 =60088, 区 一 gsint >>0, 0<te2nw 是 
中 心 在 原点 半径 为 的 阅 的 参数 方 称 . 当 在 区 间 0<&i< 2or 上 峭 加 时 ,点 和 依 逆 时 针 方 各 
重出 一 个 圆 、 如 图 2-5 所 示 ， 

;在 多 数 铺 癌 下 ， 我 们 假设 所 讨论 的 函数 是 定义 在 区 他 上 ， 这 此 区 风 可 以 是 有 限 开 或 
区 间 ， 时 6< 二 8 或 asf 有 有限 半 开 区 邮 6st<8 或 okt 禄 天 区 风 ， 如 -oo<i< 
ooy WHAo0， 一 oA#<% 等 等 、 . 


4. 有 界 范 数 - 
; 著 存 在 数 攻 >0， 对 区 间 工 上 所 有 所 有 | 人 | S 开 ， 则 称 琢 数 -天 约 在 工 上 是 有 界 的 。 


$9.4 基本 内 容 上 颈 ] 


注意 在 图 92-6 中， 车 多 一 了 f(t). 出 .F 坟 在 工 上 有 界 的 必要 充分 条 件 是 存在 一 个 中 心 在 
孤 点 半径 为 天 的 球 ,使 对 所 有 iEI,， 点 w 在 这 个 球 中 、 
一 元- 二 


疼 2-6 图 .2-7 


例 .9 如 图 277 所 示 , 在 一 各 <#<< 要 中 措 出 曲线 “一 地 :+(tan 好 es， 注意 当 # 搂 
近 竺 时 ,|e| 趋 于 无 限 大 . 这样, 在 -如 <1< 吕 上 , 人 “是 无 界 的 。 可 是 , 对 任意 8>0, 在 
区 间 一 务 +s<f< 得 ~s 上 w 是 有 界 的 ;因为 对 这 些 有 iw| 一 jie 十 (tan#)es| sj el 
十 tent||es| 一 j 引 十 | an 让 < 天 ,其 中 下 = 各 一 s+tan (多 一 。) 
车 存在 一 个 5>0, 使 得 到 #EA,(to), 了 (外 是 有 界 的 ， 则 称 函 数 耻 (5) 在 i 一 如 .是 有 界 的 ; 
; 它 等 价 于 : 着 存在 一 个 邓 >0 和 s>0, 使 当 | 一 负 | <a 时 , 有 地 CD| <MM, 则 下 () 在 加 是 有 
界 的 . | 
朝 显 地 , 车 了 (i) 在 区 间 了 上 有 定义 , 有 是 有 界 的 , 则 天 区 对 工 上 每 一 如是 有 界 的 ， 伍 其 
着 不 扯 , 如 上 面 的 例子 中 , (和) 在 一 各 <; 一 各 中 的 每 一 个 名 都 有 界 ， 但 在 这 全 区 间 上 
无 办 
5. 极 限 ， ， 
车 对 每 一 个 *>0, 都 可 找到 一 个 3>0( 依 翰 隆 8), 使 得 当 4E Sto) 时 , 就 有 了 (ES,( 生 )， 
则 称 向 量 函 数 .天 为 当 上 欧 近 加 时 有 极限 也, 记 作 ip 了 的) 一 三 或 当 纪 2 时 了 (一 五 注 
意 , 在 图 2-8 中 , 当 太 >io 时; w 一 f( 引 ->L > 
的 必要 充分 条 件 是 对 每 一 个 中 心 在 工 
的 弄 球 S,( 工 ), 能 够 找到 一 个 去 心 开 球 
S50), 使 当 #E(io) 时 ,就 有 WES(L)， 3。 机 at 
主意 , 在 如 的 极限 存在 是 函数 的 局 部 性 质 ， 


它 数 在 如 的 去 心 名 城中 的 性 质 ， 
有 关 ， 而 且 妃 全 在 如 不 一 定 有 寇 义 ， 疝 图 38 


如 ， 函数 的 定义 域 可 以 是 开 区 间 4<3< 各 ， ， 

例 %.10 设施 () 一 a 一 常 向量 , 则 对 任意 如 lm 了 (一 q, 因为 对 所 有 所 汽 芒 王权 在 
每 个 辟 (@) 中 , 因而 对 所 有 吉 的 任意 ESslto), 了 (由 在 人 各 个 情史 中 

例 2. 开 机 数 


[6] 第 二 章 一 个 实 变数 的 疝 量 区 数 
je1 十 的 ， $0, 
tei— €a, $<0, 
国 本 1, 31 
或 mf bh ep 

如 图 2-9 所 示 , 当 #->0 时 ,函数 没有 极限 ， 因 为 任 一 个 点 上 , 有 一 个 邻 域 (此), 它 不 
同时 和 两 直线 一 1， zs 一 一， 都 相交 (例如 ， 
S30, 切 不 包含 直线 和 = 一 一 上 上 的 点 2)， 对 这 些 
开 球 尽 (五 不 存在 8>0, 便当 0< < 时 ， 
点 省 = 下 (有 EC(Z)， 因 为 二 是 任 窟 的 ,所 以 没 
有 极限 ， 另 -方面 ,西数 在 任意 姑 *0 有 坝 限 ， 
例如 ， 当 轩 -> 于 极限 是 二 er ea 

我 们 知道 数量 应 数 当 太 > 细 时 ，9C6->0 
囊 味 着 对 每 一 个 sa>0, 存在 一 个 8>0, 使 得 
当 4E84Gi0) 时 |glt) | 二 3. .入 令 

g 0 = Ll, 


=-fG-[ 


则 ig 人 = |f0) =L|<s, 
当 且 仅 当 了 ( 纺 E 忆 (二 )， 于 是 得 到 下 面 重 要 定理 . 
定理 多 .1 当 yto 时 了 (9 一 五 的 必要 充分 条 件 是 当 夺 >io 时 ，| (一 三 | 一 0. 
例 2.12 证 明 
Jim?e,— (+1)0:) ~ 1- 262. 


证 ; limlf0) -LI -lm| tle- (tesl 
=lim[ (~ Ts (8 — 1) 0. 

最 后 ， 设 当 4> 和 名 时 了 (#) -> 上 ， 则 对 任意 56>0, 存在 5>0 使 3 ESG) 时 就 看 | 
一 工 |<s， 均 此 对 E810), D1-L+L|<IfOD -LI+ILI<M, 其 中 M= 
max(e, |f (0) 一 工 |)+|L|， 于 是 我 们 有 

定理 2.2 若 少 3) 在 # 一 如 有 定义 , 且 当 寺 >i 如 时 有 极限， 则 J) 在 负 有 界 。 

6. 极限 的 性 质 | 

设 im 0) 一 也 6 一 1, 2; 8, 则 

“ ep Ua Derts de tfs (esl = Let Toes+t Loes 
因为 , 设 f( 站 = fertfe(D +e DL Tipit Laes+ Lses, 则 
mf —L) =liml (fst)estfss)estfalt)es) — (Ler+t Lsest Loes)| 
=lm[ (f(D — Lat FD) — La) + (Fb) — Le) dm0, 
上 面 定理 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 , 即 . 
定理 多 .3 函数 了 (人 一 De 人 省 和 计 有 极 恨 的 必 槛 充分 条 件 是 


83.1 基本 上 内容 【条 ] 
了), b=1, 2, 3, 当 1->io 时 有 极限 ,并 有 卫 - 
limf(#) 一 (lim fi(H))ert lim fa($))est+ (lim fs(D )es, 
例 2.13 Tm( (sinf)er (cost) ea+tes) 
= (limsind)esr (lim cosi)es + (lim i)es = €s, 
例 2. 了 4 设 扩 让 一 2ert+tesz, 则 
lm 玫 C2 二 机 一 了 (2) 
Puy ha 


—lim 
BO 


i | +e 二 |] -re 


现在 假设 当 #> 时 , 了 中 > 上, 则 当 二 > 时 |f( 旭 7 一 1 ， 为 证 明 这 一 点 , 设 有 (一 
fie tfalt) etfsli)es UL Test Lest Lees, 


Bm) = lm RO) + ADS 


= EClimf(0) + Hmfa + (rm fs) ) 


((2+h)?e1t (2+Nes) — (A481+ 202) 
h 


i 
豆 


一 [了 7+ 天 十 蕊 ] 1. 

注意 , 上面 定理 的 族 命 是 不 一 定 成 立 , 例如 , 在 例 2.11. 中, 当 加 =0 时 ,| 了 (i)| 有 极限 ， 
-但 (让 不 存在 极限 . : 

我 们 招 上 面 的 结果 叙述 为 : ， 
定理 2.4 当 办 >io 时， 了 -> 了 则 当时 |( 引 |>| 世 |. 
最 后 ,我 们 设 lm 下 (D = 开 , lim g( 引 一 夏 和 lm 7《) 一 妨 ,出 
TIE] Ym(f D+ -lm f+ limg() -T+ 
[Eaj lm(h(D9 CD)) = lm hb) lt g 0) ~ NM 
06s] 其 Wz0 则 Tn(F OD/hCD) lm 0)/ Hm hl) 名 
[Hs mn(f 0)-90)) -lmf (0 lm gh) -LM 
[Hs] Jim(f (x900)) -lmf() xing -Lx 
TH 着 limf(1) “fio) 和 ln) tho, 


则 lm f(hC0)) 一 了 Gima0)) 一 天 和 )。 
例 男 .天 设 Imn 丰 全 -无 img 人 一 M limh(t) ~N, 
如 Hm [了 (DB 天 人] —Hm lf) .9 x RO] 


= limf (lmLg li) x hei)] 
~limf() .lmg(t) lm ht) ~ [EMNI. 
7T. 连 续 
网 量 阔 数据 让 在 各 有 定义 ， 若 对 和 钙 意 >0 存在 -一 个 5>0, 使 当 iE5s(to), 就 有 
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了 GD ES,《F 了 (to)), 则 称 于 (人 在 名 是 连续 的 。 
或 等 价 地 , 若 
lm f (8) —f (to), {2.8) 
匣 了 内 在 如 是 连续 的 ， 车 函数 对 工 上 每 一 点 都 连续 ， 则 称 本 数 下 ( 扩 在 工 上 连续 . 

从 定 必 2.3 推出: 子 ( 切 连 续 的 必要 充分 条 件 是 它 的 分 长 下 (0)， 5 一 1，2, 8 是 连续 的 . 从 
[BJ 至 [ej 也 可 以 得 出 连续 函数 的 和 , 积 , 数 量 积 和 同 量 积 都 是 连续 的 , 连续 函数 的 复合 画 
数 也 是 连续 的 . 

最 后 , 我 们 注意 (2.8) 等 价 于 


. lm (FOO -f=0, 
扼 著 令 名 =t 一 6, 捉 . 
lm (to 于 和 一 了 (io) >》 一 
例 2.16 设 子 ( 国 一 区 十 本 二 ez， 六,e 是 常 向 量 , 则 
_ liam 了 (7 -tm (atbstrets) -at btotel = (to). 
因此 了 了 (4) 对 所 有 # 连 绽 . 


+ 


= dese, ty1 
机 2%.17 设 卸 (的 一 “ 则 了 全 对 所 有 连续， 因为 
1 t=0, 
闭 刀 天 1， > 
名 10- 吉 (331 erttes -证 一 上 erties=f Co). 
当 加 一 二 | 


lim f(D = lim(# etwes)= Him( G+ le ties) ~20rH esf OD). 
本 ， . 1 


例 8.18 例 2.11 的 函数 


_ J tei + es, 120, 
f0- {pe #0, 
对 所 有 的 #0 是 连续 的 , 但 4 一 0 除外 , 因为 此 时 极限 不 存在， 
8. 微 ”分 
车 极限 


feo) lim FF). (2.9) 
ta ts— to ; 1 
存在 , 那 末 这 极限 称 为 (外 在 1 一刀 的 导数 ,并 且 称 了 ( 提 在 记 可 得 ， 
注意 ,车 以 i= 十 栓 伏 入 上 式 , 则 得 ， 
f° = lim Tt A (2.10) 


全 8.19 设施 站 -GELeba 其 由 局 RN 则 
Ft lim St) SE) 


1im La bee A +e(liot+ ht) — (a+btotet) ， 
dt At 


$2.T 奉 闲 内容 raop 
= Jiny At a te ~ lm(B tacit CA) —b+2ch, 
se 
于 是 了 (人 在 各 是 可 微 的 , 芋 导 数 卫 (to) 一 8 十 2Ct、 
著 了 (一 所 (er+fs( 引 es 二 fs(t)ex, 从 定理 2.8 得 到 
T(to) 一 了 FOF to) 
i 
ao PO -st = ft) eo f= fo ,| 


ot 


=- [im OE fa(to) je 十 am bE 四 = Je: 


tt 


A ee 


宇 是 我 们 有 

定理 2.5 阴 孝 (一 有 (和 jertfs(D)est+fs(t)es 在 如 是 可 微 的 必要 充分 条 件 是 每 一 
个 分 量 天 ,5~12, 3 在 名 是 可 微 的 ,并 且 扩 (bo) 一 (8)@1+fs(bo)eafs(io)@s. 

著 产 (起 在 区 同 工 上 是 可 微 竟 , 则 耻 ( 让 也 是 区 间 了 上 的 向 量 评 数 , 它 也 可 能 古 可 微 的 ， 
这 就 得 到 了 了 ( 引 ) 的 二 阶 导 数 , 几 了 “表示 , 更 高 阶 的 导数 可 类 似 地 定 艾 。 

车 = 了 (4), 它 的 导数 象 数量 函数 一 样 可 记 作 ; 


we fH), w= 学 au ra ， 等 等 ， 


/i 
例 2.20 
车 (+2ert (sint)e, + oies, 
则 ww 一 凡 -六 《如 十 es PCain) es 十 号 (es 
一 (98 十 2ei 十 {cost) eo ee, 
2 加 (和 喜 一 全 (8p+ er + 县 teost) es + 区 Cees . 
一 6iel 一 (gin Des + ates. 
2 
ww 名 ( 织 )= 号 (69 el - 茵 Gn es— 和 (eps 
一 6ei 一 《cos 加 es 十 Cies。 _ aa 
例 2.9T 和 一 acos 汶 Bitrstsinb)es 洱 出 中 必 | -和 
在 原点 举 径 是 @& 的 融 ， 如 图 2-10 所 示 , 导数 RN 
他 sin er eleorDes : a 
因为 gw.w' 一 0， 故 所 向 量 和 在 % 处 和 国 相 切 , 旦 \ 1) 
疝 量 泗 数 的 许多 性 质 与 数量 渗 数 的 性 质 类 . ! 


似 , 例如 , 在 问题 3,26 中 我 们 证 明 ， 图 立 ] 
定理 多 .8 如 果 了 (4) 在 吕 可 微 ， 则 了 (在 如 连续 、- : 
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9. 微分 公式 
车 引 必 下 是 了 上 # 的 可 微 函数 , 则 
Da + 如 窒 工 二 可 微 ,并 且 
du 9, 
徊 + 一 御 : om 
[a] ji 在 工 上 上 司 微 , 并且 
a GE , oh 
. 本 ， 
fys] 8 在 工 上 可 微 , 并 县 


WE 


a i 
证 全 多 一 人 


Do x 区 在 I 上 可 微 ,并 贡 


和 (一 x 党 + 各 XPD. 


of 
最 后 还 有 链 法 网 : ' 


Bs] 车 w= 了 (人 ), 在 I: 上 可 微 县 i 一 h(8) 在 I 上 可 微 ， 其 中 像 %(Io)CI:, 则 w~ 
(9) 一 了 (1(9)) 在 I 上 可 微 ,并且 


du __ au df 
BH 琵 而 
葬 8. 踢 设 #-alcosbet alsinijeng 一 (二 的 志 这 0 由 
器 - 吾 苗 - 殖 / 芝 -CotambetoeosnesyEGTt 的 - 


= (0/0) (L+H (sin der (oo8t)es), 


其 中 我 们 使 用 了 “车 数量 亢 将 0 一 (9 县 到 0, 则 驴 =1/ (a8/at)” 这 -结论 ， 


dN LU | dm 
鲍 2.28 各 (和 A + 
全 2.24 
ou Sw | ou 
| 和 (ae “+ 
,od CN dug du, 人 
党 x - 委 :( 吕 * 
dau > oe du, du 
-和 Te 
a sw sar 1 
( 璧 2 
最 后 , 若 纪 是 常 模 的 向量 画 数 , 即 | 有 2| 一 常量 , 则 中- 引 一 常量 , 往 分 后 得 到 


如 -0 或 & 吕 =0, 因此 下 与 5 正 交 . 特别 我 们 有 


定理 %.7 培 粹 是 单位 向 量 卫 数 , 由 2 获 直 于 w， 这 个 定理 很 重要 , 经 常会 用 到 
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10. Cm 类 语 数 


一 般 地 , 我 们 要 求 函 数 至 少 一 阶 可 微 , 但 时 常 也 要 求 二 淖 甚至 更 高 阶 可 微 , 我 们 也 要 知 
道 使 某 个 结果 成 立 的 函数 的 最 大 类 . 冰 数 量 淆 数 了 或 向 量 函 数 了 在 区 间 : 了 上 高 m 阶 连续 导 
数 ， 则 称 了 或 了 在 区 网 工 上 属于 0 类， 用 0" 表示 连续 函数 类 , 用 0” 表示 有 任意 阶 连 续 
导数 的 函数 类 . 

因为 向量 遂 数 连续 或 者 可 导 的 必要 充分 条 件 是 它 的 分 量 沙 数 连续 或 者 可 导 ， 于 是 我 们 
就 有 

定理 &.8 向量 函数 四 一 fi(t)ext+fa(t)estfs(t)es 在 I 上 属于 O" 类 的 必要 充分 条 
件 是 它 的 分 量 函 数 J(5), fa( 外 , fa( 提 在 了 上 属于 0” 类 . 

注意 , 因 可 微 函 数 是 连续 前 ,对 于 所 有 js 若 淆 数 属于 0", 则 它 也 属于 0 类 ， 

例 %. 中 研究 商量 函数 大 的 一 PetT (sini) ezTHBs， 一 oo0<t<o0, 这 时 下 ( 旭 一 
Bj?e1+ (Cogt)eat (8/8)i8s, f° (8#) = te1— (ginf)es + (40/9) es, 天 (天 (对 所 有 

# 是 连续 的 , 但 是 ， 

了 7( 引 一 6e1 一 (cos 和 Cs 十 (80/27)#138s 在 t=~0 不 存在 ,因为 # 人 是 分 母 . 所 以 f( 介 在 
一 2<i<oo 上 是 OP 类 不 是 08 类 ， 在 任意 一 个 不 含 原点 的 区 间 , 了 有 任意 阶 的 连续 导数 ， 
因此 在 这 样 的 区 间 内 六 属于 O” 类 . 

以 下 是 微分 公式 加 ] 至 中 可 的 推论 , 

定理 &.9 阁下 g; hb 在 IT 上 属于 Om, 则 有 困 , 了 +9, 了 9, 了 Xxg 在 IT 上 属于 O" 类 . 

定理 2.16 若 了 () 在 I 上 属于 CO* 类 , 区 和 ) 在 Te 上 属于 0O” 类 ， 其 中 认 7o)cI, 则 
复合 函数 9(Q) 一 了 (tw) 在 Te 上 属于 Com 类 ， 换 过 之 ,On 类 丙 数 的 0" 类 阔 数 是 0" 类 西 
数 ， 


7. 泰勒 公式 
设 了 (是 工 上 的 C" 类 画 数 , 网 (Taylor 公式 ?对 了 上 上 任意 而 条 


FD FC) + SD 人 全 十 二 


mm 
其 中 余 项 Bn(t, 如 ) 具 有 狂 质 : 


we sp, Ht Bmlf, te) 
当红 > 如 时 ， I 


显然 , 应 用 向 量 淄 数 了 (的 分 量 公式 ,可 以 得 到 
定理 %.11 Taylor 公式 , 设 了 (四 在 了 上 属于 0" 类, 则 在 了 上 对 每 一 个 和 如， 
FO Ft EY toe gi) "Bab, bo) 


a he Rt bo) 
其 中 当 本? 如 时 ， 0. 


例 &.26 如 果 上 (= (eost)@st (sint)es, 则 FO 0, f'(0) es, fF" (0) = -es, 
了 "(0) 一 一 es, 00) 一 因此 在 加 =0 附近 , 我 们 有 
(cog)@t (sini)es =—et et— Ce/21)— (es/81)F + (Cer/ 4 二 RD, 
其 中 当 fx0 时 ,RefE-30. 
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使 用 Landan 记号 = 者 @O 来 研究 冰 数 在 一 点 邻近 的 性 质 是 比较 方便 的 ， 即 切 , 说 汝 基 
2 在 包 的 某 一 个 志 心 分 域 中 异 汪 零 ， 当 xi0 时 ， 子 (外 /g( 引 一 上 , 则 称 数 量 或 向 虹 语 
数 下 (四 为 g( 台 在 如 的 5 oo 记 作 惟一 ofgDO)， 若 了 (79 全 在 姑 有 界 ， 刚 称 数 旦 玻 
家 其 函数 无 为 为 8 约 在 加 的 "大 02 记 作 了 (一 O00D)， - 
例 2. 台 使 一 Qi 二 如 十 cr， qc 是 常 向 量 ， 芽 在 i 一 0， 一 0039), ,因为 
lm f 2) 7/ “lim(ast bt ten)— 0. 
注意 ,7(D =o019), 但 对 整数 n>>8 肘 , (6) 汪 0(4). 
例 2.28 设 fCE) 一 sinter 十 训 )es+tes, 则 1f(t) = O05). . 
- 因为 my7CD7P2-lim[ sa 上 e 十 (二 有 es 十 Pei = 如 十 ea 即 极限 存在 , 因而 下 G)/ 吉 
有 有 界 , 杆 是 了 =O， 注意 ， 当 .t=20 时 , (3) /is0, 所 以 也 有 (二 008)， 但 OP) 是 
最 好 的 居 计 ， 为 当下 ?0 出。 对 a>2, |f() /研一 ce。 
例 8.29. 没有 在 T 了 上 是 :0" 类 ,在 加 应 用 Tayjor 公式 就 得 到 
SOF HO) FER Gt (bn ort) 


12. 解析 次 数 
设 J(G9) 在 工 上 是 Cr 类 , 则 对 每 一 个 四 和 工 上 所 有 + 和 如 有 
FO SEO) EO Gt oe (8 to) RG, to). 1 
荐 又 有 hm a5, i0) -0, 则 天候 在 工 上 可 以 展 成 加 级 数 
f= SE Gi 


在 这 样 的 稍 况 下 , 则 称 子 (人 是 工 上 的 解析 函数 , 或 者 , 更 一 艇 地， 如 果 对 工 中 每 一 个 如 
存在 一 个 邻 域 S,(io), 使 得 以 ) 能 展 威 收 化 的 短 级 数 


f(D = Dadio)®, 


则 称 天 作为 了 上 的 解析 函数 ， 存 了 上 的 解析 甫 数 类 , 用 04 表示 

例 2.30 说 明 , 0” 类 函数 不 一 定 是 解析 函数 , 但 是 ， 任 一 区 级 数 麦 示 的 函数 在 收敛 区 间 
的 内 课 是 可 微 的 , 并 且 微 商 是 出 原来 的 宕 级 数 逐 项 微 商 得 到 ， 于 是 每 一 个 解析 两 数 是 O” 类， 
而 且 f 了 Co) 一 am- 

队 对 轿 级 数 的 和 . 积 、 将 换 定理 得 到 解析 务 数 的 和 、 积 . 数 积 和 向 量 积 仍 是 解析 的 ， 同 时 
任 一 解析 函数 的 解析 函数 也 是 解析 函数 ， 

例 %.30 隔 数 JH) =e 对 所 有 #<x0 连续 ， 车 我 们 定义 (0) 一 -0, 则 的 对 所 有 名 
一 9<$ 气 十 0 连续， 并且 事实 上 是 局 O” 类 ， 但 是 站 ) 在 任 二 包含 {=0 的 区 间 不 是 解析 
前 ; 因为 可 以 证 明了 0) 一, 了 C0) = 0x 了 (0) =0 等 等 ， 要 使 f( 引 在 要 一 个 S,(0) 中 对 所 有 
iE Sek0) 有 上 收 化 于 零 的 敌 级 数 , 这 是 不 可 能 的 ,四 为 了 (所 在 任意 一 个 S30) 中 不 恒 为 去. 

最 后 , 注意 多 项 式 , 有 理 阔 数 ， 三 角 范 数 和 指数 函数 等 初等 画 数 在 它 连 续 的 区 间 上 是 解 
析 的 , 并 且 这 些 函 数 的 反 函 数 在 任 一 可 导 的 区 间 上 也 是 解析 的 、 
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8$2.2， 问题 及 其 解答 


1. 直线 和 平面 


2.1 求 一 个 单位 向 基 , 使 它 垂直 于 PK(0 1, 了 ), Q(1, 0, 一 人 ),， BR(1, 一 1, 入 所 活 定 的 
平面 8. 
1 1 I 
av- 人 一 3 一 se 一 ea 一 es 竹 直 于 总 月 十 -五 他 无 尼 
解 :下 | J Pax par” 
er —2 —1/. 加 
七 (17v/ 五 )(Se:+es 十 es) 是 垂直 于 8 的 单 人 向 量 ， 
2.8 求 通过 4(1， 一 1, 为 平 行 于 oa 轴 的 直线 方程. 
解 ， 设 焉 =0OP, a-04, 出 三 在 直线 上 的 必要 充分 条 件 是 
44 忆 一 ( 王 一 @) 一 pe 或 (oa 一 Te 十 (za 十 1)es 二 [za 一 2yes 一 es 
即 Bi wo 一 1, 2 一 下 十 2 (~—o0<h<o0). 
.3 设 gd>0, 1 一 m+nae@s+nses 是 单位 向量， 证明- ; 
mm 二 wos 十 ww 一 是 平面 中 的 方程 , 和 是 从 原点 到 平面 & 的 距离 . 纪 是 从 原点 出 发 
的 单位 洋 向 量 . ， 
证 : 设 加 是 尽 上 的 任 一 点 , 周 
i 人 1 十 90a 十 地 sb3 一 = |2|e08/ (RE) 一 0 i 
推出 eosc 人 (Ww) 让 或 0< 人 (a ne 入 是 从 原点 指向 3, 如 图 2 -1 所 示 。 从 原点 到 
总 的 距离 是 


"Co /n= ne dd. 


2.4 导出 中 心 在 4 半径 为 "的 球面 方程 . 

解 ，| 一 aj=f 或 (% 一 Am 

2.5 设 @ 是 走 国 答 的 顶点， 如 是 它 的 轴线 方向 上 的 单位 向 量 , 半角 0 一 ar000s hk>0, 
正则 名 面 的 方程 为 ” 

[e020 - “ 

证 ， 各 上 2- 扣 所 未 多 话 在 人 而 上 的 必 慨 分 条 件 是 (2 人 @ 竟 ) 一 9 或 (wm 一 的 ， 即 
必要 充分 条 件 为 | e098 人 (% 一 @, 8)1 一 |cos8|=b, 即 | (ww 一 0)* 人 一 邓 | 平 方 得 [(T 一 
-一 让 (Ww 一)" (一 和 )， 这 就 是 所 要 的 结果 . 

2.6 设 (tp, 芭 , Wg) 是 中 的 任意 其， 0 是 好 中 的 固定 点 ， 叉 光 的 此 标的 ， xa, do) 
也 光 项 
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w=-OP wt ts + vat 
的 分 量 确定 , 用 这 样 方 法 建立 坐标 系 称 为 仿 射 华 标 系 , 证 明 在 仿 射 似 标 系 中 二 点 了 P(z1, a 
m4) 和 多 Qh, Va, 扣 ) 间 虐 离 的 平方 是 
1PQl?= ga —9) ”+ gra(ms—8) (13—ga) + C1 0) (za 一 oo 
+ ga Cma— Ys) (Vs— Ys) + Yaa — ya) + Gaal ve— Ya) (Ls— Ya) 
+ gs1Cmg— Ys) (D1— 4) + gaaC Te— Ys) (To— Ya) + Vaal a — go)”, 
简写 为 IPQL -PD (0), 5，j 一 J，2，8,， 其 中 gs 满足 (@) 由 一 名 
(3)dei(gy) >0, 
证 ; |PQl’~=|QP|’:~|0P- 0Q|=|2-yl?~(% -gy) (rN) 
— [BC — yu] [2 =- 驰 Dut) Cm — 0 Cm —) 
鲫 IPQ)’-3 P98), 
其 中 ,. y= Mert b j= 1, 2, 8. 
明显 地 (a) gy 二 的 机 一 下 一 gy, $j 一 1, 2, 838， 由 问题 41.58 还 知 
jf UU da tits 
Cp) | Wa: Walts -mao 
Hts MMos tals 


2. 血 数 
2.7 对 一 4 和 和 之 间 的 整数 5 计算 向 量 刀 一 Pei 人 一动 ea 并 用 ww 的 端点 画册 曲线 
的 草图 
i zx 
—4 fe Ges 
一 3 9eiisey ie, sy 
一 3 的 十 3ea 
一 1 人 十 9e ， 
0 3 bb 
1 €1 
2 | 4ei 一 (16, -433 ， 
3 3el1 一 3ey 
4 Te8er 一 3ee 


_ 图 2-13 


2.8 设 f(4) 一 (1+8)ert.(24 一 扣 )@a-tfes, 国 
g(t) — (1+#)ert+ ties, h(E) = Gat- 也, ， 
求全) h(D (FD + gD)), (bl 19(21，(o) fle)g CD，(d) F0) x g0), 
£0) g C20—5), CD Fiot ss) -flio), (g) Fh). 
解 《a) AY CF OD +g0)) = (8) [26+ es es) + (201—6s)] = 120,+ 3ess 
(b) 19 人们 1 一 |5ei+8es| = V89; 
(0) FO gg = [Ito )et (20— 8)et oes [i+ e+ be 
“=(l+a) (+b) + Pa). 


从 2.8 问题 及 其 解答 【[ 杂 
er (1+#) (i+#9) 
(0) f0) x gt) ae (2 外) 地 ) 
Be t 0 
一 tet (+) eat (+ 于 2) es 
(e) g(20—b)~ (1+(20— be (20 be,. 
(DD fot di) ~ f to) 一 中 十 ot A et [2(tot A6) — (to+ Mt) es 
十 《好 十 出 )@3 一 (1 十 的 ei 一 《2 一 秦 )@s 一 to8s 
= (368d Bodi+ Mt) e+ (2di— 2iodt— de Mies. 
(g) FD) FD = (1+) et (31) ~ (1 (2 1)es 
= (8 —122+60)et (—4t?+8;—8)es+ (2t—1)es. 
2.9 证明 曲线 
w=(—1+n2teos de (2+ sn 2ésin Bi)est (—8+c0s2i)es 
莫 在 中 心 在 6 一 一 e1+2es 一 3es 半径 为 工 的 球面 上 . 
证 ;| 及 一 a| 一 | (sin 2f oog 81)@1+ (gin 268in 81)€ot (eos 2)@al 
. ~ (sin? 2;009? 88+ gin? 28 sin® B40092 22) Y=— (sim? G+ e082 2) V2 ml 
本 题 证 毕 , 
2.10 证 明 曲 线 
互 一 (—2+ in)ert t+2)et (HP—1128ini)es 
洲 在 通过 一 es+2es 垂直 于 入 -2e1+es 一 es 的 平面 上 . 
证 : (X—a):N=[(—2+sint)e t+ (+1i)est (3+2aint)es] 
[Bei 上 +ea 一 es] =0, 
由 此 得 到 时 落 在 通过 自重 直 干 六 的 平面 上 
2.11 设 g~e—28,+6s, b~2e,— Bestes, 
(2) 证 明 至 是 在 8a( 四 中 ，(b) 求 一 个 8>0 使 得 S5C6) 己 Sala), (0) 求 ea 和 ez, 使 得 
二 .CQ) 和 So(6) 相 分 离 . 
证 : (a)》 因为 5 一 Qa] 一 /本 一 8 故 6 在 Ss(@) 中 、" ， 
人 ) 设 3<3 一 |8--a|~8 一 M3. 车 下 局 于 8,(5), 即 | 肝 一 了 |<<5, 出 | 下 一 一 | 忆 
-b+tb—al<|X-bl+ib-al<d8+tr /D8 MDT 


即 | 性 一 G| <8, 在 Ss(& 中 )、 因为 S66) 中 任 一 下 都 在 Sa(@) 中 , 故 8a(B6)cSs(a), 见 
时 2-14. 


(0) 设 si 一 ss 二 | 一 |<VO/2, 则 区 ,(@) 和 SS, (区 是 分 离 的 ， 央 为 假若 不 是 , 由 


3<3-x/ 王 Er 2 


2 了 第 一 次 “一 个 实 变数 的 向 量 函 数 
没 下 在 BC) 和 ,C5) 中 ， 则 | 了 -al < 和 | 一 Bl <ME 豆 , 介 是 /于 = 16-el=15 一 
Ya 
这 是 不 可 能 的 , 故 zal@) 和 5.(8) 是 分 离 的 . 
吕 .12 证 明 ,对 所 有 E56yw(D), 点 了 (可 一 记 站， 一 1 2) 中 . 
证 : 著 #E82o(D, 出 | 一 11<1/10 即 G2?< -600 上 
+1 1) 2 D4 Dd 1)2 十 年 |# 一 | 士 生 


4 
<( 高 )+ (se5, 
因为 户 ( 反 ,一 纪 24) 与 CI， 一 1，2) 之 间 的 距 商 是 
[一 1)2 寺 (一 t 寺 1)3 寺 (2# 一 2) 匀 43 
一 [$16 一 1)3+ 一)* 寺 4 一 了 | 
<[(B/100) + (4/109) 十 (4/100)HA2<1yY 西 < 三， ’ 
记 以 ,对 所 有 #E8iwio(), PESslI, —1, 2). . 
2.13 求 8>0 合 得 对 所 有 iE86(DD, 网 量 夏 = je 一 jes 二 28es 在 品 /100(ei 一 6 十 
2es) 中 . 
解 ， 设 &~e 一 ez+2e2s, 则 
lw -el -1 -De tt—l)et (2—2)e| 
<|#—1||lel -tit—1||es|-r |2—2||esl 
<|iIlit1ilt 1 -2|ii| ti|(i+1|+) 
— lt—1l (i—1+2 + Iti -1 +5). 
设 性 -1 <1 若 和 -<17600. 邮 |z 一 a 所 | 一 44:6< 之 1/108, 这 样 车 1 一 1| 之 1/600 
于 着 罕 吉 中 中 ， 其 中 5--5, 则 上 一 11<1, Iw—al<[i-1|(t + 1|*6< 
1:600). 6- 如 在 Baysoo() 中 ， 这 就 是 所 要 的 结果 . 


3. 极限 和 连续 

2.14 计算 lim[(86+1)er-testes]. 

争 ，Jipf(8i + De test es = (im (BP +1))es 
一 (lim #2)esit (lim 1)es—18e,—8est es, 


声 . 项 设 f(t)=(sint)erttes, g(t) = (+1)et ees, 
求人 lp(FO) 96)), OW) Hm(F (0) x oe)). 


解 : (a》 lim(f GD gC)) ~lm f(DlimgG) 
lim( (sint)er ttes "lim( (+ er toes) ~0- (et es) =0, : 
《by) lm(f Ct) XD) = ln f xlimgG) 


$2.3 ”问题 及 其 解答 [37] 


=lim((sint) ei ties) xX lim [CF letees] 0x (ei 十 ea) —0. 
i 四 


8.18 在 # 一 0 定义 函数 Co) 一 -ad el 上 (eost)es, 使 fF 在 1 一 0 是 连 继 的 . 


: F 
人 Mlimf C0) =lim e+ (cos 坟 9 )=e1+es 这 样 若 定义 了 (0) estes， 则 
Him f 00) ~f 0), 


了 (在 t=0 是 连续 的 . 
2.17 证 明 ， 若 下)'9() 和 有 (1) 在 如 是 连续 的 , 邮 [f( 直 g(DDhC8)] 在 刀 是 连续 的 ， 
证 ,由 所 设 1 四 的 一 了 (to) Jim 9(4) 一 g (ho)， 
Hm ht) —hlto), 
从 例 2.15 得 到 lm[ 了 Cg 有)] 一 [Cio)g C0) 有 (0)], 因 此 [了 (8)gG)hC4)] 在 铅 连 续 , 
2.18 用 极限 的 定义 证 明 lim(#e1+ (i+1)es) -e126 
证 ， 设 f( 引 一 Pes+ (ea e+2es, 考 感 
[FD -LI- | —Dert(t—lesl<|# -i||e + li—1| ed 
< |i—1||i+1l+|i—1| 
扫尾 一 世人 一 革 十 2 十 1 一 上 一 了 (一 二 十 3)， 


和 如果 我 们 取 |s 一 1| < 则 当 |t 一 二 < 年 时 ,可 得 
[FD ~— Lisi—1l4<e. 
这 样 ， 任 给 一 个 e>0, 可 以 找到 一 个 5~min(1， 所 ), 则 如 果 |1 一 1 <8, 即 + 寿司 (D 


中 , 诡 有 |# 一 | < 和 上 一 1 < 计 , 对 这 些 吉 [FOD—L N11 3) < [ti4es, 


即 于 可 在 SB,《 二 ) 中 ,这 就 是 所 要 的 结果 . 

2.19 车 了 (i) 在 加 有 和 界 , 且 当 4 和 时 ,9( 引 ->0, 证 明 当 #3 和 0 时 于 (8) xg (8) 一 0. 

”证 ， 设 任意 。>0, 因为 f(i) 在 如 是 有 界 的 ; 故 存 在 下 >0 和 54>>0， 使 得 对 所 有 0 二 
一 吉 | <8, 二 全 | 二 型， 又 因为 当 太 > 和 时 gD-0, 帮 突 在 5>>0 使 得 对 0 一 1 一 吉 | 二 5 
19 (|<e/ 站 进取 5 一 min(84, 5), 则 对 0< 1 一 如 | <5. 就 有 0 一 上- 吉 |<5 和 0<| 一 
如 | 之 8a, 因此 
[FD xg -0 = fxg0)=|f Do |sin/ (fg)l 
、 FO Ng <M(e/M) = 

这 样 , 当 #>h 时, (xg(1) >0. 

2.230 若 当 jb 时, 了 (站 >, g(4) 一 用 ,证 明 当 计 -> 有 时， FxgH LM 

得 设 任意 *>0 因为 当 拉 > 加 时 ,9 人 一 于 故 在 在 38t>0 使 得 当 0<| 加 一 Sr 
19( 介 一 用 <e/(215[), 又 g(t) 在 刀 有 界 ， 敬 疮 在 .>0 和 下 >0 便 得 当 0<|# 一 | <8 
许 , [gCD| 及。 最 后 ,因为 当 #3h 时 ,了 (从 一 瑟 , 故 存在 3s>0 使 得 当 0 二 | 一 刀 | 之 56 时， 
证 ( 引 一 五 | <8/2KK， 这 样 , 如果 0 之 1s 一 | <8 一 min (84, 8, 63) 就 有 0 过 | 一 to| 过 51, 0 之 
0 所 以 ， 
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即 


{Ff xD- Ex-Lllgl + lLg—M 
(2/2KE) CK)+IL| Ce/21L|) 8s, 


4. 微 分 
2.21 汪 ert en et Dies &, Bb#*0, 
dM | 
求 @ 3 和 || 人 @) 和 Ea 


ee 。 a 
解 (a) 守 -和 aloost)ert olsini)et (dt) es 
=~—a(sint)erta(eost)es+ Dee. 


(b) 闻 | (a? sin t+ oo082$+ D3) (a 0 


a a _d /au a 
人 和 一 -人 二 
{0) 5 ( 鸣 )- 音 (- wlgin £) @t 备 08 )e9 


二 和 A 一 (sin 2a。 


(Cd) | | [roo sara talel, 
2.28 求 曲线 在 一 上 ez-+teo 十 taes 寂 1 一 1 的 切线 方程 . 
解 : 曲线 在 点 丰 的 切 向 量 是 人 -e+2ies+ 3tes, 车 车 用 了 表示 切线 上 的 点 , 则 切线 
等 ” y ”方程 是 
(了 一石) -2 即 卫 -P-L 在， 一 co<N< oo- 兄 图 
图 215 215, . 
在 f=-1, 四 etestes 且 - 汪 -e+26s+8es, 因此 在 #-1 的 切线 方程 是 
Y=hlertpest B30) + (er te tes), ~o0<b<oo, 
一 (+I)ert(2h+l)et (Bh -+1)es, —oo<h<o0, 
2.28 车 术 二 (3+1)ert (sint)es, DC— oes toes, 


求 (a) 和 v), (hb) 和 (ax), (o) 本 |. 


3 


0) 
解 ，(a) (ew) 1 几 + 


= (C8 +1)ert+ (sint)es) (~ (sini)ert+ eles) 
+ (6fe1+ (cosi)es) ((cost)er+ ores) 


~ —(88+1)gint+6feost. 
ad GD du 
(0 入 X90) 一 ux Tt? 


fe 387+1 —Miné el Gf cosé 
-det|le, sinf [i +det| es cost 0: 


es D 时 es 0 ut 


2,2 问题 及 其 解答 [有 81 
~ (sin#)ele— (88 1)e'es+ (sin?t) és+ (008 1)0te1— Bte'@, — {009°} Es 
— (sint+o0st)eler— (B+6t+1)elest+ (sin? #1—0082 8) es 
另 一 


ET B13+1 cost 
UxUL=| es sint 0 |]= (sini)ee— (B+1)ees— (sineost)e,, 
es 0 3 
号 人 ax Vv)= [Csin e+cost)e'}e— [(Bt+ 1)e:+6te)es— [—sin®t+c0s#]es 
= (sint+eosi)ees— (0 + 64+ tert (sint—00s’#)es. 


(@) wm DD) E(w) 


ou 
-二 2( 训 )-( 放 [要 
=[(88+1)et (sinf)es] /[(38+1)?+ sn] (6te+ (cost)es) 
= 《18 如 十 6 十 gianteog /TBF FI) sine 人 
2 设 e(sini)ert2tes+iea(t>0), 4 一 一 log 0 求全 9， 作为 (a)8 的 画 数 i《b)E 
的 画 数 . : 
解 : 
人 避 - 腔 荔 =(osD artsterteo) (四 以 -log9 代入 得 
嘟 = (1/0) (conlon 0)estt(log 0)estes), 
另 一 方法 
i=iogd 代入 , #2= (sinlog Gjer+2(log’0)e,+ (log 9)es, 因此 
(eoslogt) (1/0)01+4(10g 0) (1/0)0s+ (1/9)e 


={1/0)( (eoslog 6)e,+4(1l0g0)es+ es). 


09) 旷 - 亨 旷 -(Co08tyestdtested) (1/0) oi((o0nt)ertates+ oD 


-让 ’ 
项 为 6 一 ei By, 本 还 


SU _ 0 虹 og 


五 -各 时 ~- 剖 -a 0 (Ceo8t)ertdiest es). 
2.25 用 导数 的 定义 证 明 

《a) 若 子 (人 一 9 一 常 向 量 , 则 产 ( 全 一 六 

《b) 车 Kb 一 8 昌 CD 

证 ，(&) FD = lim FE ee Ee -im0-0， 


4 st 


rim Et 1 ht i) —ah(t) 
(DF) lm 一 lim 0 不 


rr] 


4 和] 第 二 章 ”一 个 实 变数 的 向 丸 闷 数 
克 寺 多 一 A oj). 


一 lim qlim 
tr di 


2.26 证 明定 理 2.6: 如 时 了 GD 在 可 微 , 则 了 (为 在 加 连续。 
证 :我 们 考虑 


Hm [ 了 人 7 一 am 二 四 = (2h) 
lim 子 (人 A 人 ~ lim (ty) = [fCi0)1 "0~0, 


| ito 
轨 阐 于 ( 从 在 如 连续 ， , 
2.27 车 tt 是 1 的 可 微 函数 ,证 明 
量 eero- 时 -党 加 . : 


证 : 令 到 Qf) 一 &( 访 +5( 罗 , 则 


2 下 Wu+rAD— WG 
人 的 站 
La 二 区 一 MO 一 9 人 
9 a ED 1 


; 区 一 和 VET A 2 av 
“m4 和 TT 
2.28 才 如 0 是 的 可 耻 面 才 - 证 明 


(x) Xp 


5 
证 : 设 多 CD 一 站 (四 x2 则 


(ux 0) a -im We + sn ~ WO) 
lim MB A XK D+ EE) (XV 2 
hd 必 
tit At) x COE A — bE UE A ut VD 
=lm| 人 ) Co ) YC) | a | 


limg(t+ /i) x lm Vt VW) 
a 2 请 


人 二) 一 起 全 


+a be) 
一 中 xm + 时 已 
因为 &( 坟 可 微 , 故 中 (的 连续 , 则 ju 开 ( 二 下) 一 和 (和 )， 少 ( 提 不 护 赖 于 者 : 因 之 
. lmv() = YC), ”i 有 四 
另 一 方法 是 利用 状语 可 出 宇和 并 微分 分 二 
2.29 设 o@ 为 常 向 量 ， 让 北 一 如 cog M+ bsin 大 4 是 方 各 一 一 如 的 解 。 
证 : Du -a 人 008 hit b 3 六 5 机 一 sin Be Boosht. 


人 ~— hk? cos kt— pi —(Qcos hit+ bein bt) = 一 下 下 ， 


2. 


3.3 问题 及 其 解 兴 【人 红 ] 


30 琵 绷 是 ， 


加 i 
证 : Ei 


即 


dg ;dt, 最- 下 人 
站 285 2|wf Er 


2.31 若 了 (在 如 可 微 , 证 明 


Ft A =F 0 tf Co A Bto, i); 


其 中 当 4i-30 时 , (R(to, 4A)/ 4) 一 0. 
证 ， 定 义 加 一 了 (t+ 4) 一 (io) 一 了 (加) 此 则 


lrg BR/At lim[f Cot do) —F (10) 一 Po 全/ar 
-im et A FE) -oj 00) FG) =0, 


da0 


这 就 是 所 要 的 结果 . 
2.32 ”证明 问题 2.81 的 送 命题 ， 即 是 ;如果 存在 必 的 线性 画 数 e45， 使 得 加 十 人 


-ft 


0) 十 二 从 十 民 ,其 中 mR/4i 一 0, 则 下 在 如 是 可 微 的 ,并 县 a=f "(th), 


证 ，lim f+ dy fe) - lim +R =lima+tlimR/si=6. 
站 Er 0 . 


站 之 


a -lm 


于) 在 加 全 
5， 疾 勒 公式 和 解析 函数 


2.88 ER (ein tot (+ es i 


一 如 十 二 (w+ oree(- 呈 二 (—@ or) (ty 


+0 Ke 
证 ， 求 J) 一 (gin 有 科 eC#+1)es 在 ~ 得 从 近 Teyior 展 式 的 前 三 珊 ， 全 
‘ fl) (sini)et (#+1)e, 
了 (3 ee 
的 一 cosyel 十 24ey 了 (号 )=-nes 


fF "(8) — sintet 2es, 7"() 一 一 6 十 2ea， 


于 是 nt)ez+f+ De-e+ 卫 (e+e-rmed( 3 


其 中 


1 mY 
二 二 ( 一 +26s)(1 一 和 十 下， ，， 


sy R/$) -9 


【如 ] 第 二 章 ，” 一 个 实 变数 的 向 量 郴 数 


2.84 证 明 ， 在 二 0 人 (8) 如 (的 ) —0(t); (bp)o (ro -0 (0) ofP) ol) = 
cE), 


证 (a) lim#o (6/2 —lim(t/t) | 
(b) lim(o(p) +o() YP = imo) /P+ Limt(o(#)/) =0, 
(0) Hi od) 00) /em 0 (6) /Pl 0 /#0. 
2.35 和 如果 于 ( 旨 在 了 上 是 0" 类 , 征明 
FO FH) + EEG) + "+O h)", 
证 ， 用 Taylor 定理 
fs) =f (+ Ce) 0 i0) + he (to) 


+ -ir +o[G—t)"], 


所 以 还 要 证 明 
G0)" tolG -t=O -ty)"], 
但 in Gt)"+oLG—t)" /CG —tw)"} “ 
lim 


一 lm 二 有 全 Li (i) + limo [0)"] /C0) "= 三 各 ， 


m2 [A -jn+e [G4 一 的 中 /一 to)"] 是 有 界 的 ， 要 从 
.2.36 如 果 在 如, 了 全 一 eg 人 的 )， 证 明 在 如 ,了 人 的 -0CGg 人 )， 
证 ， 因 为 了 的 一 oCg(D), 当时 ,的 /4 的 28; 因由 由 定理 2.2 知 ,了 Gt)/9(9 
在 如 有 界 , 于 是 了 ( 信 一 OUg()) 在 加 
2.97 如 时 在 吉 六 人 oz) 声 的 -0Ce(D)， 证明 帮 如 天 的 x 天 (一 
okgrxGDpnG))， 或 说 oa(D)xOCgaGD)) 一 or 人 的 9 人) 
证 ， 因 为 户 (的 /gx()->0, 于 (#)/9s( 台 在 i 一 如 有 界 ,从 间 题 2.19 推 得 
ff) A 
91(#) 2(D) EX gt 
因此 f(t) x Fa) =0Cg1(6) ga(t)). 
2.38 若 在 某 一 局 (to) 中 |gz( 从 |< 19 人 的 | 证明 在 如 
Og1(P)) tolgalt)) mo gd) 


证 ， 考 虞 


oO(g1(#) + 0(ga(#)) | ' 尘 S| olga(t)) 
| < 上: 5 


< coco), age) | 
1g gD 
共 中 由 1gu( 介 | 世 1gs(4) [得 到 
. og1(0)) <| 091(8)) | 
no 


本 3.3 补充 题 [481 


因此 o(ge( 拉 )g:(-， ago(e) /gs 人 的 20， 对 如 的 这 分 小 的 人 | ou | os, 
< 对 任意 的 s>0 成 立 . 


因此 | (gs 0 |<s, 


| ba 或 oCgi(D)) 二 efga( 人 )o(ga)， 


§2.3 补 充 题 


2.39 求 通过 4(1 0 一 也 ，B(0 册 1), 0( 一 1， 一 十 0) 的 平面 方程 管 案 ， 2 一 
B29 vbs= 1, . - 

2. 和 求 遵 过 4(1 一 1， 0) 儿 直 于 直线 = 一 # 册 bt za 一 8 的 平面 方程 . 管 
案 ， 生 一 oa 二 2. 

2. 人 和 求 两 平面 8% 一 224 十 % =55， 2m+ so mm 一 一 上 的 交 线 方程.， 管 案 : mh 
0 一 gs 13h(— oo<ho0), 

2.42 证 明 通过 a 且 垂 直 于 平面 "R=d,|n| 尖 0 的 直线 方程 是 一 hh 十 0， To0< 
<co. 

3. 得 证明 名 过 4 且 重 直 于 c 和 d(cx* 中 的 直线 方程 是 一 (6xd) X@. 

2.44 ” 锥 面 的 顶点 在 4(0, 1, 1), 锥 面 的 轴 平 行 于 所 轴 ,. 锥 面 的 学 角 为 一 60"， 求 能 
面 的 方程 ， 答 案 ，3 好 一 (as 一 了 ?一 (cg 一 17 一 0. 

多 . 屿 对 在 一 4 的 事 煞 6 计算 向 量 加 一 (1)a+ CI 太 )ez, 并 夯 出 草图 。 

2.46 设 了 全 一 ( 妇 上 Te1 十 ea 9g (0) = (int)e— (008) ea, 

求 (a) f(g+B), (bh)g (tt dt), (0) f(sinf) xg (+1). 管 案 : 

(8) (og3+200 tb +1)ert (w+ 8 + + be 

{b) sin(#+4i)e:—eos(tt di)ess 

(6) (cop(P?+1)sin det (sin(#+1)sin?#) es— Geos 1) CFsins)es, 

.入 如 果 q 一 2e1 一 84+@s; be1+es+es, 证 明 58 在 如 《qa) 中 ， 并 且 找 8>0 使 得 
DAOL SAC IE 

2. 得 求 lim[(#+ 了 etrees+[(*9 一 1)/ (+1)1es 的 值 ; 管 案 ，2e1+ (1/0)ea4 20s 

2 .49、 确定 使 画 数 天 一 上 [Ga1TDV/G 一 De Cantyes 不 壬 续 的 + 介 竺 案 : i 一 1， 
一 已 号 十 wm 前 一 0, 1, 2, ， 
2 和 0 设 f( 引 =( 风 -1)est (cost)es, 9()=(sint)ertotes, 求 Calm( FC) gD)), 
《p) Hm(f (DD) Xgli)). 答案 ， (2) —1, (b) ~e. 

.51 如 果子 9D， 全 ( 让 , &( 和 在 上 连续 ， 下 明天 gC 加 在 了 了 上 连 纺 ， 

多. 跑车 天 一 ( 纪 二 1) 和 一 ieies 上 (log tes, #>0, 求 (a) 学 (hy 答案 (a) 2ie 
— (ti1)eest (l/les, (ph) 2e 全 十 2)ees — (1/i) es. < 


党 “ 


【4 和] 第 二 间 一 个 实 变数 的 向 最 函数 


2.58 求 晨 线 素 = (一 pe 短 案 
上 一 【2 一 Tei+ (p+4)est (8h+ 6)es, Pheo0, 


3. 充 车 =(2+t)eat (logt)es, P= {sind)e— ~ (0st) ew >0, 求 Cay 和 (人 0); 
(b} 年 (uxo). 答案 ，(&) (2 十 让 gin fcow . 

(by [Ci/4)0080 ngssins] ort [(F)sint + iog tcont]es— [C2++o0st -tsin des. 

&. 乒 设 W=eieit+2(sind)est (+1)es, 1=0°+T2, t=2. 

求 莒 和 二 各， 作为 + 的 画 数 表示 ， 


答案 : 悖 -2G- Dlgiert 2oo08d) eat 8s). 


器 -ee 6)0et [4008f 一 《8 一 10)n tot (C124~ 16)e;, 


dv _ dt dp 本 
2.56 证 明 癌 和 一 

2.57 了 7 ‘008t)er+( 六 十 26+1)es 在 二 0 附近 的 Taylor 展 式 的 前 三 项 。 管 案 
{e+ es) + 2 — /2+ te,, 

2.58 用 导数 (4 过程 ) 的 定义 证 明 

tet(l/(tt ere) = emi/(+1) Ye 
2.59 车 比 2 是 的 可 微 画 数 , 证 明 
dy 


， 部 (WD) 品 + 党 : 


.60 求 所 有 刀 ， tee ese. . 
答案 。 引 = (Bo) et (It/4Tos)est+ (C08$+03)Es ,| 


2.61 求 所 及 , 它 使 一 a+ 了 +c, ,be 是 常 向 是 


管家 4 上 + 刘 epPtedTen 


2.69 证 明 wx 时 -0 的 必要 充分 所 件 是 tt 有 国定 方向 。 | ， 

2.63 证明 在 所 0 (tonert (9s es = OCP), 3 : ， 

2.64 设 f(i) 在 t= 负 是 解析 的 且 关 Cto) 一 0 了 ”Ci0) 一 0D， (0) 一， 了 DCi0) 天 
0, 证 明了 %*D(t) 表 示 曲 线 光 一 了 (在 了 (0) 的 茹 向 量 ， 

e048， 因 地 0 对， 

2.85 车 /GO 下 0 “加 so 证 明 对 所 有 。 7oo) =0. . 

2.68 证 明 对 所 有 #E Broo( 押 向量 省 一 ( 归 二 iez 二 (二 es 一 纪 s 藩 在 56 二 ae 
一 2es) 内 . 

&.67 若 lm [fCB)er faest als)es] = Les + Lub 二 Lges, 证 明 eA 一 也， 
b=1;, 2，3. 

8.68 车 当 t 人 时, 了 ( 引 瑟 .9( 介 > 及 证 明 当时 , (2) :gD 用 


$2.8 补充 题 [十 


证 明 [ai? 二 oC#3)] [Bt 填 0(#)] 二 GBt3 二 0(1), -6 是 常 问 量 ， 


证 明 9( 轧 一 人 (gb)， 

证 明 0(9a( 的 ) ,0 (gD)4=05g1(0) ga(#)). 

话 明 O(n (0 XO (gn)) -让 pa : 

著 当 #H 时 于 ( 弛 (io) 和 当 0->9o 时 ， 4(9)->ho, 证 明 当 8->60 时 ,C4(9)) 


证 明 链 法 则 : 着 uf) 5 二 (的 分 别 是 避 9 的 可 和 本数 ,多 


du 
8 0 
站 
¥ 
' 
' 
也 
1 
i 
和 
从 % 
’ 
i 
+ 当 
ET 
as ， 忆 
只 


-Gc 


第 三 章 曲线 概念 


§3.1 基本 内 容 ，. 


1. 正 则 表示 

.向量 函数 

_。 昼 = 于 (EET ， 《3.13 

著 具 有 下 列 两 个 性 质 , 

人 下 (人 ) 是 了 中 的 C1 类 函数 ; 

(i) 对 工 中 所 有 了 "(人 z*0; 
则 称 为 正则 参数 表示 , 变量 + 称 为 表示 的 参数 ， 

着 在 EB? 中 取 定 一 个 基 , 则 方程 五 = 蛋 (四 等 价 于 三 个 数量 方 葡 :。 

Lib}, va— malt), my= oalt), iEL, {3.2) 
它们 是 下 一 政 ( 蕉 关于 这 个 基 的 分 量 ， 灵 然 ， 下 = 瑟 ( 共 是 正则 人 参数 表示 当 且 仪 当 每 个 收 ( 
是 工 中 C! 类 函数 , 目 对 了 工 中 每 个 二 至 少 有 一 己 ( 扩 六 0. 

例 8.1 少数 四 一 (tf 十 1)es 十 ( 护 十 3)esa， 一 oo 之 i 所 十 oo ， 是 正则 参数 表示 ,因为 对 十 
所 有 局 下 一 e1+2ies 连续 且 忌 ' 关 的、 这 函数 的 图 象 是 图 8-1 所 示 的 抛物 线 . 


图 3-1 
俏 3.2 极 坐 标 方 程 r 一 20089 一 1(0<9 心 2m) 的 图 像 如 图 8-2 所 示 . 方 程 
m="o080, ra=7r ng 
囊 示 极 坐 标 和 直角 坐标 的 关系 , 替换 小 我们 得 到 表示 
全 一 《6o080) (2 0080—1), wa= (sin 2605808—1), O02 
或 (0080) (20080—1)et (sing) (2c080—1)ea, 
这 个 表示 是 正则 的 ， 因 为 对 于 所 有 多 
”下 一 [一 上 singeosB 二 sinpgjel 十 [2co828 一 28in28 一 c08 所 ea 
连续 , 且 可 算得 | 五 | 一 MY 8 一 4008 信 关 0, 因 而 马 ' 关 0 
了 上 的 正则 参数 表示 时 一 下 ( 引 可 以 有 重点 ， 即 在 了 中 如 从 刀 时 ,下 ( 太 ) 一 罩 (), 但 是 


48.1 基本 内 容 4 
局 部 地 说 不 会 有 这 种 情形 出 现 ， 在 问题 8.1 中 ,我 们 证 明 
定理 3.1 车 于 ~ 宇 () 是 上 的 正则 参数 表示 ， 则 对 工 中 每 个 二 存在 如 的 一 个 邻 域 ， 
使 得 在 其 中 到 (办 是 一 一 的 。 
例 8.3 两 数 Kaloosd)ertalsin yes, 4 大 0( 一 oo<8< 十 o9), 是 以 原点 为 电 心 ,1a| 
“为 半径 的 贺 的 正则 表示 , 因为 8 于 /89 一 一 (sin)ert+w(eos9)es 对 所 有 9 连续， 县 
la¥/d8| 一 | 一 zsin 信 ea+ad keoab)en| = |a| #0, 
注意 , 这 个 表示 的 每 一 个 点 都 是 重点 ， 因为 对 于 任意 负 , 有 : 
gos(o Tr 2 et asin(bot 2m) esr gc08 6o)@1 + (sin Po)es. 
但 是 ,省 归 创 它 在 区 亲 g 一 起 w<6<f 十 去 上， 这 画 数 下 ~aceoag)el+a(sing)eu 诚 是 
一 一 的 ， 
例 8.4 如 图 8-8 所 示 , 函数 
四 ua 他 当 #<0， 
“ Demi/i, 当 #>0, 
对 所 有 + 上 有 导数 ,但 是 ,在 i~=0, 
Ba/ Qt dm/ 0 - 
且 bm/ 略 不 连续 , 丽 这 函数 币 是 正则 表示 ; 洗 意 ， 
函数 在 # 一 0 的 每 一 个 邻 域 中 都 有 重点 , 因为 任 取 
5>0,， 可 找到 整数 确 >0 使 得 1/2w 入 <8, 假定 
[2 和 BC/awN). 


-oiso0, 


量 然 有 ~8< 有 <is<6 且 - 、 
muh) =1/dm WN? ms) 

和 mah) =0=1/drN’ sin 27N = zalta), 

于 是 在 一 8<#<6 中 有 一 个 前 点 . 


2. 正 则 曲线 加 > 


4 一 认 从 是 过 辣 I。 上 的 实 值 函 数 , 若 , 

(i) 式 信 是 Ip 中 的 O04 类 函数 ; (的 对 中 所 有 .44/60 关 0， 则 称 4 为 下 ( 站 ) 话 
参数 变换 ， 

注意 ,车 i 一 闪 人 是 T。 上 的 允许 参数 变换 , 则 at/ag 是 连续 的 ， /9 #0 于 是 在 上 
或 者 3/24>0, 这 时 闪失 是 光滑 增 函 数 ， 或 者 露 / 旭 <0， 这 时 大 办 是 光滑 诚 西数 Wag 
《 见 问题 3.19)， 

定理 3.2 ”车 i 一 #9) 是 了 上 的 入 育儿 训 折 ; 则 

(人 “一式 及 是 7 到 区 间 工 一 放 8) 上 的 一 一 映射 ， 

《ii 北 函 数 9 一 98( 拉 是 了 1 上 的 多 次 参数 变换 ， 

例 3.5 (a) 函数 i=(B 一 a)0+%, 0<0<1, ob, 是 外 许 参数 变换 ， 它 使 0<9<1 变 
为 4<te 6 道 函 数 9 一 C(t 一 6)/ (38 一 g} 也 是 允许 参数 变换 , 它 使 46<t<5 变 为 0K0<1, 

(b) 函数 i=tan (x0/2)， 0<021, 是 允许 参数 变换 , 它 使 0<0<1 变 为 0&i<oo。 道 
育 数 是 9 (32/zyarc tant, 它 使 0<t<<oo 变 为 0<0<1. 2 


上 £48] 第 三 章 曲线 概念 


正则 参数 表示 时 一 卫 (#), # 双 字 半价 于 正 网 参 关 才 未 久 =(0), 0€ To, 办 在 lob 

的 允许 参数 变 欣 t+ 一 &6) 使 类 、 四 
全 并 7 一 五 (GD) KO) — EO), _ 

在 问题 3.14 中 我 们 证 明 这 确定 了 正则 雪 示 案 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 我 们 把 直列 上 并 定义 为 下 
则 参数 表示 的 等 价 类 . 

注意 , 表示 至 -下 ( 扩 吹 一 确定 曲线 O， 这 出线 o 由 通过 一 个 允许 参数 变换 可 以 变 成 
于 于 (8) 的 全体 表示 所 组 成 ， 于 是 我 们 可 以 说 “由 四 二 罩 ( 训 给 定 的 茧 线 忆 …”。 但 是 ,于 一 
了 于 () 的 性 质 未 必 是 曲线 的 性 岳 、 上 曲线 的 任 一 诈 质 都 必须 是 等 价 交 中 所 有 站 示 的 公共 性 质 。 
或 者 说 是 “不 依赖 于 参数 ”的 性 质 . 

例 3.6 在 例 3.2 的 类 示 

苦 =Ceo8B) C2 0050 一 e+ (sing) (2e080-1)es, Ope2m Yi 
中 引进 公交 参数 变换 6~ $ 二 1， 一 <t<2m 一 1, 这 就 给 出 了 等 价 的 参数 表示 
Xfoos(t+1)] [2eos(it) — et [sin (+1)][2 00s(5+1) ~ 1]es, 
—1<te2r—1, 
当 i 在 区 间 er 中 递增 时 , 主 = 1 在 0<0<2 中 光滑 地 递增 ， 变 换 后 的 方 : 
程 与 原 方 程 按 相同 撕 向 找 绘 出 同样 的 点 集 ,各 图 3-48) 所 示 ，. 车 我 们 引进 色 许 参数 变换 
8= 一 总 一 25 Ie0, 我 们 得 到 等 价 的 表示 - > 、 加 
站 一 0086) 2008t— 1)es— (in (2 ep4— 1)es, 一 2 所 3 和 

这 时 当主 在 -2w<t<0 中 递增 时 , 量 gr- 一 /在 区 则 0<9<2z 中 递 泸 ， 而 它 的 点 集 边 相反 
指向 ( 邑 图 8-4(8) 诉 示 方向 ) 措 绘 出 来 ,于 症 为 描绘 曲线 所 取 的 指向 是 表示 的 性 质 笨 不 是 曲 
线 药性 质 、 如 果 我 们 引进 参数 变换 


到. . 当 0<f<w/a， 
O00 = —tTr2m, 当 m/8<3Bory8， 
[二 当 5r78<t<2m， 


注意 ,这 不 是 一 个 允许 参数 变换 , 变换 后 的 方程 站 - 

- 半 =[cos 6 及] (20080( 入 一 1)et [sin OC#)](20080(8)— 1)es, 0<i<2r 
将 描绘 出 同 祥 的 点 集 , 它 的 指向 如 图 8-4C0) 所 示 ,， 按照 害 疫 、 辽 双 曲线 就 与 上 面 那 条 不 同 
耶 , 因 此 -村 间 线 壮 汇 是 简单 地 大 作 哺 让 的 一 站 点 集 ,而 息 看 作为 摸 给 出 自 一 类 等 价 参数 
异 示 所 确定 的 点 集 的 一 般 方法 ， : 


六 
帮 3-4' 
例 3.7 字 亲 出 线 的 一 个 重要 角子 是 因 3-8 记 示 的 辕 福 巍 线 ， ， 
. -aoost) es tolsin de bies, &; b#0, -< 
下 dC08d, a— dans, a= bt, &, 5¥0, oot<o0, 


$3.1 此 本 内 容 [43] 
! 节 正 圆柱 面 : 一 weost， wa 二 wsin#， 一 00<<ws 之 co 上 ,方程 z3 二 四 处 归 
点 沿 me 轴 方 向 均匀 地 “移动 ” 当 t 得 增加 2 时 ,zi 和 wo 就 回 到 它们 监 来 的 值 ,而 
避风 增加 (50) 或 波 D(50)2z 151 2m15[ 称 为 螺 线 的 经 距 . i 


图 3-6 

例 3:8 值得 注意 的 是 ， 可 了 单位 区 间 D<t< 和 1 连续 地 映射 到 也 中 的 单位 正方 形 
@.0<w<l 0<ws<l 上, 售 一 填 满 一 个 二 维 区 域 , 这 样 的 喘 射 称 为 Peiao 山 线 ， 
可 傅 下 法 构造 绸 来 : 我 们 把 Q 训 办 小 衣 和 人 下 并 它 人 连同 自己 的 边界 分 别 记 为 Qu， 
她 Qs Qs, 再 把 每 心 又 分 为 四 个 相等 的 正方 形 QQ，Qa， Qu, 继续 这 样 把 它们 每 一 个 
分 名 ;不断 的 进行 下 去 ， 车 对 这 些 正 方形 进 行 编号 使 得 我 们 可 以 技 递 增 的 下 标 通过 它们 ， 我 
们 就 得 到 -条 如 图 &6 所 示 的 自身 未 相交 的 镍 ， 至 于 怎样 描绘 留 给 读者 作为 练 卫 ， 

在 0 所 #1 由 狂 个 血 加 唆 一 闻 考 水 为 一 元 限 小 数 : 


一 0- ta; 一 若 苦 + 盖 + 全 二 
这 对 由 进 小 数 也 同样 成 立 ， 即 所 本 可 唯一 地 表示 为 级 数 . 


， 页 一 -全 十 -得 十 本 二 


其 中 心 为 满足 0<o<8 的 整数 只 要 对 必 祁 于 此 分 子 全 是 3 的 级 数 求 和 去 掉 尾 部 , 就 可 得 
表示 的 唯一 性 , 例如 


储 + 吉 + 癌 + 生 + 到 各) . 
现在 ,对 于 每 个 如 一 导 m/4, 给 定 @ 中 叭 一般 Pu 与 之 对 应 , 它 是 无 限 杀 正方 形 赛 Q， 
Quas Guon … 前 公共 点 ， 这 个 觅 射 是 到 日 上 的 ， 央 为 可 以 征明 晶 中 每 一 个 点 卫 是 一 个 
多 许 的 区 间 套 序列 的 公共 点 . ， 
最 后 , 这 胸 射 是 连续 的 、 因 为 若 设 S.(Po) 是 Po 的 任意 一 个 邻 域 , 如 图 8-7 所 示 , 我 们 


选取 包含 Po 的 Qmowwo,， 使 得 它 以 及 与 它 丰 邻 的 同样 大 小 的 正方 形 都 包含 在 geCPo) 中 ,这 
时 下 面包 含 刀 的 区 间 


ff th ， ga 
时 二- 名 十 -… 


中 的 所 有 t 都 映射 到 Ss (Po 内 ， 站- ， 


这 个 映射 不 是 一 一 的 ， 因 为 正方 形 边界 上 的 点 在 只 是 一 个 正方 形 庆 序列 的 公 洪 点 ， 事 
实 上 ,可 以 证 明 没有 一 个 连 巡 映射 可 以 把 直线 …-~ 地 鼎 射 到 正方 形 上 . 


EE 
< + 
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正则 曲线 下 一 下 (8)，#E 了 IT, 称 为 简单 的 , 鞠 它 没有 重点 , 即 若 右 素 如 ， 则 焉 ( 拉 ) 天 下 (引入 
这 显然 是 曲线 的 性 质 而 不 是 表示 的 性 质 . 。 

正 刚 曲 线 下 一 下 人，#E 工 称 为 正则 缚 ,车工 是 财 区 间 a<3<2、 点 下 (利加 ( 切 称 为 
隆 的 端点 - 工 上 的 曲线 站 一 下 (六 的 一 个 长 盘 是 一 条 弧 四 一 疏 *( 坟 ,5ET 5 这 里 天 是 包含 在 
工 中 的 任意 闵 区 间 , 而 焉 "( 纺 是 下 ( 纪 在 到 上 的 限制 . 


《em 二 工 》 


图 3-?7 


例 8.9 例 3.2 中 的 曲线 是 正则 弧 , 因为 . 
向 一 (Cos 人 (2608 昌 一 十) ， 
2 一 (Sin0)(2co080 一 IT)， 
是 闲 区 间 0<g<2r 上 的 一 个 正则 表 志 ,注意 ， 这 里 曲线 的 端点 是 重合 的 . 曲线 限制 在 
0<g<r 的 部 分 是 曲 线 的 简单 强 段 ,如 图 3-8 所 示 . 
最 后 , 设 时 一 怪 (1) 和 于 于 (9) 是 一 正则 曲线 的 两 个 表示 ,车 呈 /99>0 则 # 其 8 增 加 
放 增 加 ,而 尾 一 下 (为 和 下 一 下 (9) 描 划 出 加 向 的 曲线 ， 落 i/09<0, 则 随 6 增加 而 减少 ， 
对 一 下 ( 示 和 及 一 玉 *( 纺 描 划 出 反 向 的 曲线 , 正则 定向 曲线 是 已 选 定 捐 向 的 上 曲线, 即 正则 定 铅 
曲线 是 一 正则 参数 表示 光 ， 其 中 任意 两 个 形 示 之 间 可 用 一 个 有 正 导 数 的 允许 参数 变换 使 一 
个 变 成 另 一 个 。 ， 


3 正 :射影 


设 下 一 下 (上 身 表示 曲线 0, 如 图 8-9 所 示 ， 对 于 一 固定 的 0, 方程 
X=- 2oaft)e1 十 ga( 如 )ea 二 pe， 一 co 一 5<oo 


Ope2r 


或 ， . C1 mb), Wa— meto), 
下 oo 
是 一 委 直 了 mts 平面 且 过 点 下 (to) 的 直上 绕 的 方程 由 此 得 出 直线 族 
or ef), tamao(t), mh 一 co<j<eo (3.8 


生成 一 个 垂直 于 was 平面 且 包 含 曙 线 G 的 柱 面 . 
柱 面 (3.8) 与 waps 平面 ze=0 的 交 线 是 淖 一 牙 (4) 到 wis 平面 上 的 站 射影 了 ,所 以 下 = 
于 (的 正 射 影 为 


Wi—mlt), ta walt), va—0. 
玉 = 年 (1) 到 zaws 和 zzs 平面 上 的 正 射影 分 别 是 
m1—0, ta— a(t), swat) 
和 0 一 wa 的， 
例 3.10 空间 曲线 一 名 0 扣 va 一 总， 一 o0 之 jo0, 到 at 平面 上 的 正 射 影 是 儿 物 


MM - 88.1 基本 内 容 [SI ! 


了 


图 39 . 1 图 3-10 


组 心 一 风 09 一 本 各 一 0、 到 ws 平面 上 的 射影 是 三 次 曲线 必 一 上 如一 9， 各 一 世 ， 井 线 本 自 
是 两 个 柱 面 


Dt, Ba, oo<m<o0o 和 和 Wb Was, — CRa00 


的 交 线 ,如 图 3-10 所 示 . 


4. 曲线 的 隐 式 表示 
空间 曲线 可 以 作为 两 曲面 的 交 线 , 即 曲 线 上 的 点 (wz sa, 必要 满足 如 下 两 个 关系 式 ， 
Filw, za Ta)=0 和 Fa(oi，za， 3) 一 0. (3.4) 
车 在 点 (zu za, za) 满足 上 述 关系 式 , 且 
at AF/ ory ) 0 
OFy/Ors: BFayaga 
现 从 隐 巩 数 定理 可 蕉 得 , 对 于 wa 的 某 个 邻 域 ,我 们 可 以 解 68， 4， 色 呈 和 wm 表 为 .加 的 函数 。 
得 形 加 


W103), Wa Wa8), Ws, 

的 表示 ,ws 本身 是 参数 ,这 就 定义 了 一 个 至 少 局 部 正则 的 出线 ， 

例 $, 寺 两 个 二 次 动 面 os 一 碟 09 和 vom 一 噶 =0 的 交 线 是 三 次 曲线 摧 一 红 , mm 一 扩 ， 
23 一 与 ai 轴 oa 一 为 34 一 0,%3 一 0, 这 可 推导 如 下 , 当 ws 类 0 时 ,可 解 出 v4 和 3 得 : 
2 一 0 1 一 提 /%3 一 碟 /v3 一 域 
或 令 ma 一 志 则 ” 

一雄， 四 一 把， 一 

当中 = 0 时, om 三 0， 而 各 是 任意 的 , .这 就 是 x: 轴 注意 ,点 (0, 0, 0) 是 这 商 曲 线 的 交 
-点 . 


5. C” 类 正则 曲线 


我 们 定义 工 上 的 正则 参数 表示 于 = 量 ( 引 为 0" 类 (mw>1) 正 则 参数 表示 , ' 若 是 提 在 I 
上 是 0” 类 的 、 类 似 凶 ,Fe 上 的 允许 参数 变换 一 太 四 称 为 O" 类 万 许 和 参数 变换 ,车 到 9 在 
To。 上 是 O" 类 的 .最 后 ， 若 两 个 O” 类 正则 表示 可 用 小 O" 类 允诺 参 数 变换 使 它们 相等 ， 则 
它们 确定 同一 条 Om" 类 正则 曲线 ， 于 是 一 条 Cr 类 正则 曲线 是 O” 类 表示 类 ， 其 中 任意 两 个 
浅 示 可 用 O” 类 多 许 参 数 变 换 使 它们 相等 ， 


5 铝 】 第 三 你 曲线 概念 

虽然 对 所 有 j 拟 m%，O”" 类 表示 芷 一 避 (的 也 是 类 表示 , 但 是 ， 对 于 生 m 0" 类 曲线 
不 等 于 C 类 曲线 ,因为 C" 类 曲线 发 一 丰 ( 办 仅 包 含 用 COm 类 容许 参数 变换 使 与 至 一 笠 ( 芒 相 
间 的 表示 ,而 0; 类 曲线 于 一 互 (jm, 除 此 之 外 还 包含 有 不 是 用 Cm 类 而 是 另外 用 人 9 


类 的 容许 参数 变换 使 与 ms /co 
=D) ， ， 
神 网 的 表 茶 ， ， r / 
例 3.12 向量 函数 一 一 一 
WI() a(cogt)er alsint)est es, —co<t<o0 ， " 
总 解析 的 。 因 此 螺 线 筷 - 琴 信 可 以 看 作为 由 那些 与 上 式 4 1>0 
有 解析 参数 变换 关系 的 表示 记 确 定 的 正 刚 解 折 曙 全 缕 、 
例 8.19 去 示 - 图 六 
terie es, Mt 
-| 当 34 一 0， ， 
te1+e ?es, “ 当 t>0 


是 0- 类 的 ( 见 例 2.30) 它 和 所 有 与 它 等 价 的 0" 类 的 一 起 确定 如 图 38-11 所 示 的 0° 类 
曲线 . 注意 ， 对 于 所 有 ti<0， 曲 线 落 在 zs 平面 上 ， 而 对 于 所 上 有 $>>0, 曲 色 浊音 在 am 平面 
于 i : i 4 


6. 强 长 的 定义 


一 奶 弧 的 长 度 是 通过 它 前 近似 折线 的 长 来 确定 询 , 即 设 弛 CC 不 必要 求 是 正 刚 的 ) 由 , 

证 = 于 (4), gi 

然 定 , 演 虚 区间 a<t<2 的 -让 划 办 “. : - i 
i 

这 就 确定 了 畏 ? 中 的 一 人 

Lx), 四 一 不 ( 志 )，…， 轩 ,一 于 (二 . 
把 它们 本 8-_13 所 未 的 过 wi 卫 ,其 相 鱼 而 上 下 1 区 如 ,向 的 线 
段 的 长 是 | 到 一 下 il， 所以 己 的 长 是 “、 ， 


8S(P)- - 习 开 r- -太一 于 GD . (3.5》 


如 图 S-12 所 示 ， 若 用 加 点 药 方法 可 以 导出 一 
葛 灿 带 近 @h 依 折 级 忆 、 因 为 多 边 形 一 过 的 长 庆 不 
天 溯 基 他 各 边 长 庶 的 和 ,由 此 得 出 三 的 长 小 于 或 等 
于 忆 的 长 ,好 SCP)<<S(P)。 

图 3-19 于 是 我 们 把 弧 O 的 长 得 义 为 所 有 可 能 近似 折 
线 卫 的 长 的 上 确 界 :确切 地 说 , 缴 累 一 过 (的 ， ari<ib, 获 为 下 六 蕉 的 , 灌 记 有 可 能 的 SCD) 
-的 集合 8 是 十 有 办 的 ,这 时 集合 8 有 一 个 上 确 划 .到 定 义 汶 读 弧 的 站 

.实数 的 一 个 集 伪 'S 称 为 上 有 界 的 , 湛 麻 在 忒 个 央 数 1E， 对 于 以 中 所 有 :co， 使 得 5 必 开 ， 
这 时 数 t 称 为 如 的 二 个 上 罗 注意 车 三 混 8 的 一 个 上 界 ,| 出 使 于 < 工 的 本 一 荆 也 是 一 个 
上 上田 ， 实 阁 的 -个 基本 性 质 说 : 车 8 有 一 上 界 攻 》 出 它 有 一 最 小 止 界 或 上 确 界 , 即 晃 说 有 这 


8$3.] 基本 内 容 [53 
祥 的 一 个 上 界 8, 若 了 是 任 一 上 界 , 则 卫 >> 有 8 
注意 ， 绝 O 的 长 不 依赖 于 参数 ， 因 为 车 设 五 上 的 下 一 习 (信和 上 的 下 = 下 "的 是 C 
的 两 个 峻 示 , 且 i 一 让 是 一 一 的 ， 对 于 Ts 的 每 一 个 划分 << 揣 <，…<g， 有 五 的 唯一 的 -~ 
个 划分 而 之 这 *…<< 嫩 与 之 对 应 ， 或 者 由 于 定向 的 关 繁 有 如 << 刀 -之 … < 如， 这 里 在 一 如 ( 抱 ， 
5 一 1，…, nm, 这 就 给 出 同样 鸣 近 似 折线 卫 , 反之 亦 然 ， 于 是 所 有 近似 折线 的 长 的 集合 5 是 不 
依赖 于 参数 的 ,因而 的 上 确 界 , 即 0 的 长 六 不 做 车 于 参 汰 . 
例 8. 1 弧 蛋 一 te: 十 #res,0<#<L, 是 可 求 长 的 . 因为 取 划分 0 一 和 < 和 <…< 二 = 卫 则 
近似 折线 长 是 : 
SP) ~ Sl (tet Hes) — (hser ton) ， 
一 了 | (el 
< 守 [|i 一 ||erl +| 闪 一 从 i||esl] 
| 
下 (一 和 红 十 在 二 在- 
3 
这 里 我 们 利用 了 这 样 的 事实 ; 对 于 
Oct eT, T+h_i+tt3 
和 全 一 和 1) 一 右 一 如一 二 
了 衬 是 对 于 任意 了 P,f 量 8(P) 小 于 3,{ 记 以 这 狐 是 可 
求 长 的 , 且 其 长 等 于 SCP) 的 上 确 界 . 
例 8.15 图 83-18 所 示 曲 线 


, 和 一 入 
Tteos(i 六， 当 0<4<1 | 
“={o i0 (0<i<1), 网 3-13 
不 是 可 求 长 的 ， 因 为 ,利用 划分 0,1/(N 一 了 xw,，…，1/2m, 1/w; 1, 我们 有 


SCP) [oos (NW Dr]es | 


加 1r 
ee Da 
JF 1  ， 工 
+ | No CI je 
十 FS con(N —2)w— HT oos(N 一 Dr] ea 十 
二 证- 雪 | es+ [eos1—T coo | 


乾 去 掉头 一 项 和 最 后 一 项 , 则 


Tl 1 1 1 1 ， 
SCP)> [i Tn ]e+[ 翅 COg tir ET QO8 (m+ Dajes 
1 1 Ta 
> i snr OE cos(n+1)r jeal 


[0 


- 悦 | 一 ty" 圭一 (- Di | 


Ts 
I 2 & 2 1 
= ti > 广 癌 证 
全 一行 到 第 二 和 应用 了 了 不等式 ael+ ea| > [benl 但 和 时 一 霓 于 无 穷 大 ， 即 本 
是 够 大 时 ,8(P) 可 任意 大 ， 所 以 曲线 不 是 可 求 长 的 、 
在 问题 3.24 中 证 明 
定理 3.3 正则 弧 耻 一 下 ()，a<t<b, 是 可 求 长 的 明 它 入 发 由 下 而 的 积分 给 出 


d 瑟 dm de ee 
3 二 全 ) 区 全 ) +( 黎 ) 生 C3.6) 
例 38,16 螺 线 弧 段 性 一 (6o0s 办 61 十 (9Rin 有 区 Ba 十 Bierz 0<8S2m 的 长 是 
S-[ VP ao od [Cat bd dle bs, 
。 
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7. 弧 长 参数 
设 茬 == 苦 ( 加 是 了 上 的 正则 曲线 ,考虑 函数 


SS 一 个 攻 . C3.7) 


车 #>to, 则 六 0 且 等 于 怪 ( 吉 ) 和 置 扩 之 闻 的 弧 眉 的 长 ， 若 $< 和 0, 网 六 <0, 而 等 于 互 (io) 和 
下 ( 殷 之 间 的 驱 段 的 长 的 相反 数 ， 
由 微 积 分 基本 定理 ， 人 有 和 轩 相 和 
EA | 由 下 la- 至 EC 吾 | 
Gd ls jm 
所 以 8 一 Sb) 是 工 上 一 允许 参数 变换 ， 测 且 着 玉 人 是 Om 类 的 , 则 8 人 在 了 上 也 是 Om 
类 的 ,于 是 可 以 引入 红 长 8 作为 曲线 的 参数 . 
注意 , 以 红 长 为 参数 的 表示 不 是 唯一 的 ， 因 为 它 依赖 于 初始 点 如 ( 谈 处 .8 一 信和 定向 的 


选择 , 即 我 们 可 以 到 
sG=- 人 | 芋 ;a=- 们 妇 |w 


因此 , 为 明确 起 见 , 车 |& 革 /G8| 一 二 我 们 定义 三 上 的 表示 下 一 疏 (8) 为 弧 长 参数 表示 或 自然 
参数 表示 , 据 此 我 们 证 阴 ( 见 问题 3. 雪 和 3.20) 
定理 8.4 落 互 一 疏 (3) 是 时 钱 O 的 自然 参数 表示 , 则 . 
D155 一 84| 是 0 在 及 (B84) 和 及 C83) 之 间 的 计 收 的 长 
(人 若 亚 = 一 瑟 "(8 是 马 的 任意 别 的 自然 参数 表示 , 则 
及 ~ 土 导 十 常数 ; 
Gi) 若 星 ~ 下 "为 是 Q 的 与 焉 = 下 (8S) 定 向 相同 的 任意 表示 , 则 
daS/di— |d¥ /dil, 
反之 ， gS /dt= —|a /dt). 
最 后 注意 车 S 一 Sf) 用 (83. 2 的 各 分 则 互 - so/ 自然 家 下， 因为 


| 强 -| 作 | 间 -| 莹 /要 -| 营 |/| 仍 | 


3.2 问题 及 其 解 符 [85] ， 
例 3.17 为 得 到 螺 线 
及 (go0osf)ert (asinf)es + bies 
的 自然 表示 ， 我 们 考虑 
8 下 = Ce (e+ 的 二 
0 9 

著 把 #= Ce 起)-28 代入 上 式 ,得 到 自然 表示 

oosL (ort be) -ert asin[(a tb) -V3 est dar+ 6) -ges. 

除非 另 有 说 明 , 关于 自然 参数 8 的 微分 将 用 圆 点 表示 , 而 关于 别 的 参数 的 微分 用 小 撤 表 


ox PE FL dR Enh 
示 , 例 如 训导 SG， 症 一 全 卫 一 守 -， 玉 " 一 和 等 等 . 


i! 


§3.2 问题 及 其 解答 


1. 正则 表示 


3. 证 明 忌 一 fei 十 (护士 T)6a+ (t+ 了 8s 对 所 有 t 是 正则 参数 表示 , 并 求 其 在 mazs 和 
“aa 平面 上 的 射影 ， 证 ; 对 所 有 志 
a. 


ae) 


是 连续 的 ， 且 . 
la¥ /dt| 二 全 二 4 六 十 9 人 一) 名 22 天 0, 

所 以 圣 对 所 有 + 是 正则 的 ， 其 在 wiws 平面 上 的 射影 是 抛物 线 加 一 #，z3 一 扣 十 1，ms 一 0 或 
wa 一 吕 十 1，za 一 0, 在 wiva 平面 上 的 射影 是 三 次 盟 钱 入 一 和 w3 一 (一 1) oo 一 0 或 az 一 (人 一 
1)”, wa 一 0, 曲 线 是 柱 面 %2 一 可 十 和 za 一 (m1 一 1)* 的 交 . 

8.% 证 明 表 示人 同一 (1+eoe 的 ，za 一 sinb za 一 2gin(0/2)， 一 2m<<9<2m, 是 正则 的 , 且 
在 以 原点 为 中 心 2 为 半径 药 球 面 和 圆柱 面 ( 包 一 功 ? 十 班 一 上 ， 证 : 

arj/ig= 一 sinb aaaydbg 一 cogb dvs/dh — eos( 0/2) 

是 连续 的 ， 且 


[C sory 上 (HH( 人 -Freos(e/a)3oe0， 
所 以 表示 是 正则 的 .因为 


图 3-14 


[86] 第 三 章 曲线 概念 
+r (1+cos 的 "十 sim -+4sin(B/2) 
—(1+4e0o80)* Tsin0+2(1—ecost) —4, 
且 《01--1)3 十 吗 一 0098 有 sin36 一 ]， 
名 线 在 半径 为 2 的 球面 和 圆柱 而 (is 一 1)? 十 噶 一 工 上 , 它 是 这 两 个 曲面 的 交 线 , 如 图 3-44 所 
不. 


38.3 Diooles 鞭 叶 线 的 极 坐标 方程 是 一 2 sin gtan g， 一 m/2 一 9<a/2， 试 通 出 曲线 的 
草图 , 并 求 其 在 直角 坐标 下 的 参数 表示 . 


因为 m=7eosg 和 四 =Ysin b 我 们 有 参数 表示 
m1—2sin6, wa—2sin gtang, —m/2<0<n/2. 
注意 ; 当 6 一 一 mw/2 或 9 一 x/2 时 ,z1>2。. 上 而 前 表示 在 860 时 不 是 正则 的 , 因为 
dm/ag=4sinGcos0 和 dea/ 002 sin bse0 0 + 4sin Doon Gtan b. 
在 8=0 时 均 变 为 0. 
3. 生 国外 该 轮 线 是 四 C 沿 定 图 Oo 外 边界 无 滑动 地 旋转 时 其 周 界 上 一 点 卫生 成 的 斑 
而 曲线 ,如 图 3-16 所 示 , 当 0 的 半径 为 六 Co 的 中 心 在 原点 ,半径 为 ro, 自 了 的 初始 位 置 在 
(ro, 0) 时 , 求 贺 外 旋 轮 线 的 参数 表示 . . 四 
解 ， 令 盖 为 口 的 中 心 ,9 为 D4 与 ea 的 安 前 , 则 
=|[0A|(cos det [O04 | (sinbes 
= (ro+r) (60s Dert (rotr) sin de 


若 B 是 有 AP 与 @; 的 交角 ,如 了 
B~LO4P+0-w 或 B00.+9-w 一 9- oi: 


由 此 得 出 
本 石 一 AP (cos Bes+ | AP| (sin B)es 
~r| eos ( 人 Gm) jest [sin (r+ To 十 了 Ow)jes ， 
一 一 [co (2 人 ee- 7 [sn [ee je ez. 机 
所 以 ee 


下-0P=04+AP= [rot e088--r oon( mare 人 je 


+ {Gros) sinb—rsin( Tr 0) Jes 


3 器 :问题 及 黄 解 管 【 晤 ] 


8=0 
EE 、 
“四 37“ 和 
为 所 求 ， . 
8.5 着 在 上 一 问题 中 7 一 8 和 7 一 14, 则 图 外 旋 轮 线 方程 为 ”和 
2 ~ 1 pe e008 49, ms 4sing—sin 0. 1 
a 


~ 解 : dr/dg=48+48n 和 m0 当 且 仅 当 . 
“sinb=gin4 折 或 8==2norf8, (Qn Do/B, mn 二 0， 圭 1,， 
i oa/d0 4o080 ho0s40—0, .. 
当 且 仅 当 oosg-eos49， 或 “9 二 anr/8， nm/5. mn 一 0,， 土 1 四 
由 此 得 出 , 当 具 仆 当 4 一 2 2 土 4,… 时 ， 两 个 导数 计时 总 为 人 注意 , 这 曲 组 
有 有 周期 2w, 
3.6 确定 交 杜 而 中古 全 了 和 平面 和 十 za 十 zu 一 于 的 交 线 的 不 省 要 学 消 式 的 类 数 表 
示 . ， 
解 ， 我 们 取 ap0s& 和 四 wsimbi 0<9<2m; 则 
， ws=1—mi— r=1—0080 sing. 
于 是 Xtosbeit in bes + (~o08 bsin De 0<gsar 
是 交 线 的 参数 宕 示 . 四 
3.7 着 9 的 在 罗 甸 过 续 , 下 g(i) 关 09、 证 明 存在 5>0 便 得 对 总 ( 细 ) 中 的 吉 有 8() 关 
9， 利 用 这 个 结果 证 明定 到 '8.1 ， 若 放 一 下 (全 是 工 上 的 正则 表示 ;名 对 工 中 每 个 加 ， 容 在 
如 的 一 ” 邻 域 ， 全 得 在 其 中 至 掏 是 一 一 药 . 


证 ， 取 。~ 吉 |g(io)|， 因为 (在 连续 ,存在 3>9 全 得 对 Sy 中 的 + 有 
' TD -sl es 


EE 


所 以 对 Ss 加) 中 的 训 害 ”“、 
lgtio) | = 1g (0) gD) + 9 [< tp g(to) | Tiga) 


:lg( 的 [= 机 lgGojl+igCD 
或 lg(D1> 林 lgGo1， 


因为 g(to) 关 0, 豆 对 Soli) 中 的 gl 让 0. ， 
因为 下 一 站 (在 上 鞍山; 且 如 在 了 中 ,至 少 有 一 学 着 ,比如 说 已 (和 0) 天 0, 而 一 以 (全 


A 
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在 名 连续 ， 因 此 存在 5>0, 使 得 对 总 (io) 中 所 有 忆 戏 ( 引 天 0 现在 , 在 司 (to) 中 ， 生 人 是 
一 一 的 ， 香 则 在 Bf(i) 中 会 有 庙 拓 如 ,使 得 下 ( 诬 ) 一 下 (如 ) ,于 是 x( 夺 ) 一 wxkis); 但 应 用 中 值 
定理 可 得 


0 二 人 =0(8), ty 


这 与 Si0) 上 wi( 如 ) 关 0 矛盾 , 故 定理 得 证 . 
3.8 兰 下 = 要 (区 是 工 上 使 忆 (i) 关 0 的 正则 表示 ， 证 明 存 窑 后 的 -个 邻 域 ， 在 其 中 
焉 一 下 (区 可 以 有 隐 式 表示 za 了 (21)， wa 一 了 (21). ， 
证 ， 因 为 以 (to) 类 0, 在 某 个 Ss( 纪 ) 中 ,mi 一 m4( 引 是 一 一 的 ， 且 有 北极 数 $ 一 放 24)， 代 入 
参数 方程 办 一 ma( 有 各 一 (有 和 一 各 ( 纹 ， 得 到 
一 Ba))， 2 一 aatto))》 或 ma= 了 (sy)， ms). 


2. 正 则 曲线 ， 因 


3.9 证 明 f= 纺 /(P++ 了 ) 是 0<9<o0 上 的 多 许 参数 和 的 ， 并 把 区 间 0<0<co 变 成 0< 
ic 

证 ， 工 /46 二 20/(8 1) 连续 , 目 在 os 上 am 所 以 它 是 0<4< co 上 一 个 
多 许 参 数 变 换 , 因为" 


P/O+Y) ls-o=0 和 和 Wot 


它 把 区 间 0<9<oo 赛 成 0<t<1, 
3.10 试 以 z= tan(0/4) 为 图 wy==acos0, (pm 的 参数 ， 
证 ， 半 角 公 式 给 出 ， 
con 0— eost(B/4) — 6 0083(0/4) ain (0/4) + gint(0/4) 
1 i # 一 6841 
“PTD OPTI + HT "TTT 
fin B== {sin(H/4)c08 (8/4) —sins( 9/4)eost 08/4)) 
ww i }- HA- 
Cl) (TFL) (+ 


、 苍 一 6 所 十 fC1 ， 
于 是 ot 于， 和 一 Ti 加 


是 所 求 的 表示 。 和 
3.11 试 把 参数 上 一 2sinb 引进 副 时 线 . 
i— Bsin fg, w=? sin dtan ft, 20a/a, 
并 求 出 wz 和 关于 桨 异 点 i 一 0 四 和 级 数 展 开 式 的 衣 个 夺 堆 项 ( 见 问题 3 3), | 
解 , m=2( 雪 说 -二 贸 ， 


mm- 要 Ptan( sm 本 -3 
《4 一 22) 至 的 展开 式 龙 下 十 二 -oz 于 是 
1 


mm 二 EE m= 闻 P+ 1) 


剖 3.3 问题 及 其 解答 上 牟 了 于 
注意 在 + 一 0 邻 域 中 曲线 基 尖 点 形状 “， 
mr 人 0 
3. 芒 证明 存在 一 允许 参数 变换 二 站 的 , 它 使 任意 区 间 了 变 为 下 列 三 种 区 间 之 一 : (i) 
0x<ti<1，(D0<i<1，(ii)0<t<1， 府 此 每 架 正 则 曲线 有 贬义 在 上 述 三 种 区 间 之 一 上 的 
表示 . - : 
证 ， 如 情 3.5 中 证 明 一 样 ， 线 性 函数 8 一 《9 一 6)/(5 一 0) 是 一 多 许 参数 表示 ， 它 使 < 
0<b 变 为 0<i<l, g<8<b 变 为 0<i<1 和 ao<9<5 变 为 0<t<1. 线性 西数 
i200)/(B a)+1 ， - 
使 4<9<3 变 为 0<i<1， 剩 下 考虑 无 限 区 间 , 本 数 6 一 arotan8 使 区 间 一 co<8<co 变 为 


一 村 <0< 导 ,而 t=(9+ 吉 ")/r 使 一 /ago 变 为 0<t<1， 所 以 复合 函数 


、 i 后 + arotan 的 Nm 一 
使 一 oo 二 人 <ce 变 为 0<#<1 函数 日 -arctamn 及 使 4 二 8o 变 为 larctang 拒 09/2 而 
f= (8 一 arotan @)/ (mr/2—arotan @) 7 i 
便 aretanacpg<m/3 变 为 0<i<1， 所 以 复合 函数 


j= arotan 人 一 Aare tan 4 
-W722 arotans ” 


使 4<8<co 变 为 0<t<1, 剩 下 的 一 种 情形 贸 给 读者 作 练习 
注意 , 上 面 所 有 的 函数 都 是 角 冰 的 ,于 是 存 着 任意 类 的 参数 变换 能 给 出 上 面 的 结果 . 
3.18 证 明定 理 3.2, 着 tt(8) 是 世上 的 允许 参 数 变换 ,出 拒 是 一 一 的 ， 且 它 的 进 
函数 9 一 6 是 开 一 红 7e) 上 的 允许 参数 变换 - 
证 ， 因 为 &/ag 是 连续 的 , 且 dt/dg*0, -因此 在 五 上 Bi/ag>9 若 出 /dgx<0, 假定 在 瑟 
上 0>0, 风 区 0 是 严格 二 的 。 下 划 , 邯 当 和 < 和 轩 ， >t(9。), 则 得 中 值 定理 得 
芝 5- 2 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 Te 上 a#/d9>0, 全 :是 严明 肖 风 。 它 是 一 一 的 ， 且 有 道 函数 
8( 妨 现在 ,因为 让 站 是 递增 且 连 续 的 ， 因 比 它 的 北西 数 的) 是 站 增 和 连续 的 ， 我 们 把 它 留 。 
给 读者 作 练 习 ， 此 外 ,8( 扩 还 有 导数 
Bai ie 
它 是 连续 的 且 异 于 0 因为 &t/eab 连续 且 异 于 0， 证 毕 ， 1 a 
3.14 回忆 I: 上 正则 参数 表示 时 一 尼 ( 及 等 价 二 世上 的 正则 参数 来 示 了 到 "( 的 
定义, 它 是 独 存 在 一 个 克 泊 大 数 灾 各 1 (0) 合 TO 也 和 于 GO) 下 (07， 证 明达 定义 
了 正则 宕 示 集 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
证 ， 脏 一 了 时 (以) 在 恒 同 参数 变换 1 一 9 下 等 价 于 自己 ,着 办 于 (小 在 参数 变换 i 一 00) 人 
等 价 于 下 一 下 (分 , 则 互 一 吾 *( 人 在 道 变 换 08 分 下 等 价 于 显 一 下 ( 介 ， 因 为 7 一 五 而 
X04)) = EKO)) = He), 
最 后 ,假设 下 一 于 () 在 1 一 约 四 下 等 价 于 四 一 下 "(9) 和 玉环 '(6) 在 60 由 ) 下 等 价 于 下 
一 XX"($), 壹 砷 复合 孙 数 一 t0($)), 由 此 得 出 在 了 4 上 
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本 丁 吨 
连续 且 dt/a40， 记 以 扩 区 bg ) 是 工 上 的 多 许 参数 变换 ,还 有 
(0(19)) =t(Io) 一 下 
而 FOCB))) = OG) = EC), 
于 是 下 一 于 (i) 等 价 于 下 一 于 "(四 ). 证 毕 . 
3. 弦 长 


“3.15 计算 弧 于 一 8(cosh21)ert+3(ginh2) es+6tes, 0<tew 的 长 。 


8 人 


-[ 6 [sinh? 28 + oogh? 2-+-1]1/208 
。 


全 四 
地- 15sinh 2te: + G008h 2102+ 6es dt 


~[ Gl2 vonn? af] agt— 6 B conh 2ta 
一 93/ 了 Rnh On. 
8.16 求 图 外 旋 轮 线 
a (rote)oon0 ~r eon( ot 0), 
mreet nin brsin (Tor 0 ) 


以 8 表示 的 缴 长 通 数 、 见 说 征 8, 4. 
解 : 


(各) 
-人 {rot+r) [(~sn 0+ sn (te DD) (ce 一 om (2 分 me 
一 (ro 十 和 f 12—2008(ro0/7)]!*08 
=2Crot) [loosCreb/27) 1a8 | 


~ 一 4 coalrog/9r) | -一 4 tr [eos(rob/27) —], 


3.17 斌 以 又 攻 作为 
到 一 (0!: 0088) 03+ (aint)es +etea， 一 co<i<oo 
Pe i : 


坚 |a- J letoons— esint)ert (osint+d cost)est doslds 
了 [est( 一 2e08tsint 十 1) 十 gx(2c08tsini 十 们 十 Ge/38 


一 可 ea VB). 


8.8 问题 及 其 解答 由 


解 得 上 Mg(S// 可 +1)， 一 V 可 <8<ooy 以 弧 长 及 作 参 数 得 
(8/VT+1) [eos Ye(S/VS +Detsin lg (BS/V +l)etesl. 
8.18 证 明 


~ 寺 (8 + VTIi)eti 去 十 VB et 可 ¥V FOS + Vt)e, 


是 一 自然 表示 , 即 la 于/aS| 一 1 
证 ， 令 w=S+VBE+4; 侧 


工 -二 weld 二 orea+ 亏 V3 (lu) es 


3 
dX _GF du _(1 se 工本 
和 od og -全 ” Va + 
- ou -下 ad BTT 
| 莹 | | 委 | tet ey BTT 
1 42 十 + 
te 3 汪汪 Bra 
Sa H/FI+l 


因为 |& 在 /a81= 怀 所 以 5S: 是 自然 参数 . 1 

3.19 证 明定 理 3.4(): 若 互 一 至 (8) 是 荆 十 一 自然 表示 ， ,期 | 号 一 -sa 
在 对 应 于 吓 (S1) 和 至 (5s) 两 点 之 间 的 长 

证 ， 着 < 弧 长 是 


LE 


车 司 >55, 绒 长 是 i 

下 | 瞻 | 人 28-5-a- [sme 
3.20 证 明定 更 3.4(ii): 若 至 一至 (S) 和 于 二 广 '(S") 是 同一 曲线 的 自然 表示 , 则 
怀 一 土 信 十 常 数 . 


等 | 9- 六 1d828,— - 瑟 -18:- SAR 


证 ， 令 8 一 (8"), 则 


6 _d a8 
8 西 


a 器 |- 攻 | 


但 


莓 -| 肾 |-+ 


所 以 | 和 5=| -1 或 用 -= 二 1 或 8 二 8 二 常数， 下 
38.9 证 明 弧 站 一 paei 二 sin ie 0<t 志 wm/2, 是 可 求 长 的 ， 
证 ， 我 们 取 一 任意 划分 = 加 < 过 友之 … 过 和 一 mr/2 
并 计算 折线 弧 长 ; 
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SP) -误工 - 改革 ~ = (ert (sint)ey) ~ (ert (inti-n)on)| 
< [人 一 冯 )|erl + |sin sints| 1eal] 


利用 中 人 定理 , 有 
SP) < [Gt (二 起 1) 十 loos@! & 一 起 1 


所 |oos ll], Bh, 


因为 对 于 0<&z<< 和 m/eosbr| 二 1 和 ( 太 卡 二 4) 和 
SP)< Cut DRG m/etD). 


因为 8(P) 有 界 , 故 弧 是 可 求 长 的 
8. 跑 若 玉 一 了 GQ), a<t&b 是 可 求 长 弧 , 证 明 任 给 820 和 和 5 之 0， 存 在 一 _- 带 有 近似 折 
线 卫 的 划分 4 一 各 < 村 之 … “区 使 得 史 ， 
人 hd, ot 《18 一 SCP)i<e. ， 
这 里 态 入 (P) 分 别 是 时 = 了 () 和 号 的 长 
证 ， 因 为 是 所 有 可 能 的 如 CP) 的 上 确 界 ， 存在 一 划 田 5 一 的 < 共 <…< 攻 一 2 其 带 有 近 
似 折线 了 ', 使 得 SCP')>>S8 一 se, 要 不 然 对 所 有 SC(P), S(P》S 一 a， 于 是 8 一 e 是 SCP) 的 
小 于 上 斑 界 访 的 上 界 , 这 是 处 可 能 的 ， 现 在 着 上 面 的 划分 和 丰 满足 (i)， 可 添加 一 些 点 以 得 到 
满足 (一 < 的 更 精细 的 划分 nk < 必 吉本 流 样 得 到 新 的 折线 已 基尼 
BPYESP) EB, ¥ : 
因此 就 得 到 记 求 的 | 一 S(OP)| Ze 人 
3.28 证 明正 则 弧 互 一 六 及，a<t<B 是 可 求 长 的 
证 ; 取 一 任意 划分 6 加权 如 民 … 世 如 则 
SP) TE EBD 
- Z| Cfalh) f(t -1))ert Cfalb) — fst 4))est (falB) —fshs))esl 
< f(s) | 十 [fs feiss) | + |fs(i) 一 7 人) ll 
EAC EAL 4 OD | Gt 
这 里 我 作对 无 ( 丰 应 用 了 中 值 定理 ， 因为 天 的 在 闭 区 间 @<1<5 上 连续 , 它们 在 5 所 1 窑 上 
有 界 Mo 所 以 站 
SP MI+ Nat M3) Pi 1) M1 + Hat Ms) (8 —@). 
于 是 CP) 由 (Mi 二 对 +s) (8— 中 完全 界定 ; 赦 该 扳 屁 商 求 长 的 - 
8.24 证 明正 则 弧 陡 一 f(#)， os 的 长 由 积分 


8= 本 人 FD 1a 
给 定 ， 这 和 问题 3. 2 有 起 来 吉明 了 定理 3 8. 
证 : 令 。 是 任意 的 ， 因为 所 8),% 多 = 多 8, 在 浪 区 间 4<t<5 上 连续 , 它们 在 这 区 间 上 
大 一 致 连续 前 , 即 存在 9:>0, 使 得 ， 


二 OA | 5 一 1, 2,8 


9 gt6—a)’ 


865 补 充 通 【有 了 

对 所 有 | 二 刀 < 加 ， 再 按 积分 定义 , 存在 5 使 得 对 于 同一 | 过 B85: 窒 ， … 本 
0 ,rie | 人 一 和 |<swvB tr<0<i. 

现在 令 3 一 zmnin8 65) ,从 问题 3.22 得 出 存在 一 划分 4 一 名 < 和 <…< 生 一 和 近似 折线 有 


使得 一 如 - 起 <8 且 
(i) “ [8_8(P)| <e/8, 
现在 考虑 重 


I=|s= las18-8C3I+|sCPD- hirewla 


<§+ | BD fd rR) le 
E+ | TIF fi )ert (Fat) -Ph )est (Folt) 一 Pt- )es 
-flr led. 
从 中 值 定理 得 出 : 


人 本 


rareoerperntDalgreo rm， 
加 减 六 | 人) 上司 一 红 切 得 


TI 二 | 时 Ps 人 
+ IP Uf)e tf et ) ee — |F (DI |, 


利用 上 面 的 (1 和 不 等 式 |]a| 一 |5|| 专 1a-+6|, 我 人 有 于 时 和 
T<e/3+8/3+ TL) fA) | + a FE | A) — -RD 人 Dy 
最 后 , 利用 (1 , 我们 得 到 


I ty is. 
内 为 。 是 任意 的 i i 
I=|s— ra =0 或 8 = PF. 


i 


8$3.3 补充 是 0 


8.25 证 明 表 示 互 一 关于 所 有 + 曲 正 妈 欧 并 措 述 贞 其 在 
mwe 和 wws 平面 十 的 射影 的 草图 . 
3.26 Nicomedes 是 线 的 极 双 标 方程 是 


gt 一 区 本 
4 一 可 二 0 4 办 0 ew0, < 


14] 第 三 章 帕 线 概念 
画 出 草图 并 求 其 在 喜 角 坐标 下 的 表示 . 
答案 : wi 一 a+ocoo080, za~atan Dtesing. 
3. 巾 求 柱 面 怠 一 zm 和 和 品 =1 一 zi 的 次 线 的 表示 ,要求 它 不 含 根 号 ， 提示 ， 噶 十 塌 一 1 
筹 案 ; m1 一 00838， wo 一 sin 自 ,za 一 C080 ,002 
3. 驹 国内 旋 轮 线 是 圆 O 边界 上 一 点 了 ， 当 OO 在 定 婴 
O06 内 部 绕 定 匡 Co 无 滑动 地 旋转 时 生成 的 平面 曲线 ， 如 
8-18 所 示 ， 若 O 有 半径 六 Co 中 心 在 原点 半径 为 ro。 和 卫 的 


/2 初始 位 置 在 (ro, 0), 求 加 内 旋 轮 线 的 表示 . 
\ | 7/ 答案 : 本 = (mm 一 门 ogg+reos( 人 了 9): 
(ro—n)sin g—r sin( 2 0). 

38.29 在 上 一 问题 中 , 若 70=5 和 7=2， 则 闹 内 旋 轮 线 
的 方程 是 一 8c088 十 200839/2, wo 一 8sin98 一 2sin 30/2, 求 奇异 点 并 画 草 图 . 

答案 : 9 一 (4/B)ror, n 一 0, 土 1， 

3 .名 证 明 088101 1811 对 所 有 + 是 一 个 允许 参 数 变换 . 

3.31 求 把 区 间 0<#<2 揣 射 到 一 co <9<0 上 的 一 个 估计 参数 变换 ， 

3. 邓 证 荆 弧 . 至 一 raos6i 十 BCsin 玉 ea-Heeas。，0<t<r 的 长. 

答案 ，\ Ce" 一 1), 

8.33 参考 问 央 3.28, 求 贺 内 旋 轮 线 


2 一 (ro—r)oo80 + 7 08(. ee 0), 


图 3-18 


a= 


月 To>7, 
用 8 表示 的 弧 长 西数 . 
答案 及 ~ 人 Ca) [一 os(rug/3r)]、 
0 
8.34 证 明 疏 =ie1+ (sinf)es--eie。 (一 co<t<oo ) 和 
一 (log)ertsin(logt)esfies (0<t<co) 
是 同一 定向 曲线 的 表示 . 
3.35 证 明 一 定 讽 正 则 曲线 有 定义 在 下 列 四 个 区 间 之 一 一 上 的 表示 : 
(D) Ogtels (ii) 0<#<1; 
{ii) Out<1s {iv) 0<#<1, 
3.88 两 个 正则 下 示 ; 7 上 的 疏 一 下 ( 鸭 和 Zoo 上 上 的 互 一 芭 "(9) 称 为 等 价 的 , 若 它们 表示 
同一 定向 曲线 , 即 若 存在 一 允许 参数 变换 + 一 上 的 使 得 此 /2g>0, tCIe) 一石 和 
至 (9 的) 一下"( 乓 . 
证 明 这 是 正 刚 表示 集 上 的 一 个 等 价 关系 . 了 二 下风 全 站 二 加 是 关于 带 有 正 导数 的 容许 参 娄 
变换 的 正则 表示 的 等 价 类 . 
8.87 证 明 工 上 可 求 长 弧 ，， 
到 一 下 (人 


$3.3 补充 类 【人 5 


在 并 (TcCI 上 的 弧 段 昼 ~ 下 (四 是 可 求 长 的 . 
3.38 若 a<ie5 上 的 下 一 昼 (f) 是 有 长 8 的 可 求 长 弧 且 4<h<5, 证 明 a<t< 如 上 的 
新 段 丕 = 于 ( 放 和 如 <t<5 上 的 弧 民 及 二 是 (从 都 是 可 求 长 的 ,其 长 分 别 是 S51 生生 
S=S1t+ Ss. 
3.39 证明 定理 3.4(iii)， 若 译 一 也 (s) 是 定向 曲线 口 的 自 杖 表示 和 莹 = 车 (是 0 
的 任意 另 一 表示 , 则 “ 
/6 一 12 瑟 / 硬 | 。 


第 四 章 ” 曲率 和 搅 率 


54.1 基本 内 容 
引 证 
几何 的 丰 本 问题 之 一 , 是 严格 地 确定 使 一 个 图 形 区 别 于 另 一 个 图 形 的 几何 量 ， 例 如 , 线 
自用 它 的 长 度 , 圆 用 它 的 半径 , 三 角形 用 边 - 角 - 边 确定 , 等 等 ， 一 般 来 说 , 对 于 足够 光 清 的 正 
则 曲线 , 这 和 问题 是 可 以 解决 的 ， 我 们 将 看 到 , 一 条 正则 曲线 可 用 两 个 量 唯 一 确定 , 这 两 个 量 
访 是 作为 自然 参数 的 耳 数 的 曲率 和 挠 率 。 
1 单位 切 向 量 


设 肚 一 下 (s) 是 正则 曲线 O 的 自然 参数 表示 , 导数 下 /ds 一 室 (s) 用 以 确定 O 在 点 时 (s) 
的 雪线 方向 , 这 与 我 们 的 几何 直觉 相符 ,因为 
站 人 Im +4 2s) ， 


县 字 G 二 人) 一 公 人 @) 是 吕 的 乔 线 方向 ， 如 图 4 所 


示 . 又 因 为 对 自然 参数 表示 | 下 /ds| = | 辫 | =1, 所 以 
向 量 让 还 具有 单位 长 度 . 
车 下 -下 Ce) 是 O 的 另 一 个 自然 参数 表示 , 别 由 


a tds) 


图 4-1 定理 3.4, s= 土 十 常数 且 
0 dX ds 0 
ds’ ds ds’ ds 


即 了 XX/ds* 与 4 和 /ds 有 相同 或 相反 的 方向 , 它 取决 于 下 一 互 (8") 的 定向 。 于 是 站 是 定向 的 
量 .在 图 千 I 中 , 它 的 正 向 是 8 增加 的 方向 . 

向 量 烹 (#) 称 为 定向 申 线 下 一 午 (s) 在 及 C$) 的 单位 妃 向 量 ,并 记 作 # 一 #6s) 一 让 (9)。 

例 4.1 沿 着 螺 线 于 一 aCoost)ertalsint)es+btes, a, 3 二 0, 有 


各 -asinD)erta(ont)ert bes 
日 颇 |=G@rra9, 于 是 ， 
tI _IX.W_ 0 /ds dF /II 
ds dt ds at of /| 二 
=(0 hb) (~ algint)er ta(cost)es + bes), 
这 里 用 到 吃 / 路 = |5 下 /Gt| (定理 3.4), 我 们 看 到 ， 沿 着 这 条 坚 线 单位 切 向 量 各 ws 轴 交 成 
定 角 6arocos(f'6@s) =aro co08 50(03 十 5)-23. 


:副本 内 容 [向 J 

如 同音 位 切 向 量 一 粹 , 沿 着 曲线 的 其 它 几 何 量 也 可 用 自然 参数 表示 来 确定 。 然 而 , 像 上 

面 的 例子 , 运用 链 法 则 和 关系 式 ds/di 一 [0 了 /i| ,这 些 量 评 可 以 用 其 它 参 数 表 机 . 四 
设 四 = 及 (四 是 口 的 任 一 参数 表示 二 与 时 一 莉 (s) 有 相同 的 定向 ; 则 

a 


ds .ot 下 至， 
其 中 再 次 用 到 de/ 名 一 1G 入 /dt|, 于 是 与 及 有 相同 的 方向 即 它 也 是 肛 狼 的 切 向 量 ， 并 县 
起 一 至 /| 于. - {4.1) 


2. 切线 和 法 平面 


通过 正则 曲线 Q 上 的 点 车 县 平行 于 曲线 在 对 处 的 切 向 量 的 直线 税 轧 0 在 了 点 前 功 

线 , 见 图 42， 册 方程 (2.1) 可 得 0 在 点 加 一 革 的 切 名 方程 是 
及 ~ tb, oo ho0, 

其 中 才 一 0) 是 在 到 o 的 单位 切 向 量 . 

通过 旦 且 策 直 于 曲线 在 互 处 的 切线 的 平面 称 
为 C 在 压 点 的 法 平西 。 由 方程 (2. 辣 可 得 ， 在 下 
点 的 法 平 而 方程 是 , ， ef: : 
CH¥— Fo): 0 图 43 

为 方便 起 见 , 我们 引入 第 二 个 变量 了 震 示 与 下 一 于 的 有 关 的 园 形 上 的 一 艇 贞 ， 则 WO 上 
任意 点 斑 的 折线 方程 到 写 记 


了 + 有 < (4.2) 
在 时 点 的 法 平面 方程 为 ， ， ， eo 

(F-Pt-0. (4.8) 
最 后 ,我 们 注意 到 下 "平行 于 , 因 而 切线 和 法 平面 的 方程 还 可 以 分 别 写 为 
Y=-Xih¥, ocheoo 


各 (FY-X):X -0 ， ， 
例 和 2 曲线 至 te: 小 tfaea 上 iaes 在 i 一 1 的 恨 线 是 、 加 、 

. 了 ~- XD -+hY(D i 

好 Y= (1+Best (+2h)est (1+3h)es, ~oo<h<on,:.: 

在 1=1 的 法 平面 是 四 

EXGD) 瑟 GD=0 

或 (的 一 二 二 (oa 一 12 二 (一 13 一 0 

即 + 2 +By=6 
3 的 率 ” 


假定 下 一 下 人 $) 是 类 2 和 的 正则 曲线 ， 则 切 向 量 直 一 EE 1 部 的 ， 我 们 可 以 考 
说 它 的 导数 和 
0sti(s) 一 苇 (s). . 
单位 切 向 量 坟 依 带 于 O 的 定 疝 ， 而 主 却 是 与 定向 无 关 . 声 为 设 是 = 二 在 (se) 是 0 的 另外 
一 个 自然 参数 表示 , 且 它 的 单位 切 向 量 


[网] 第 四 章 ” 时 率 和 挠 率 
t=0 /de’, 
珊 s= 十 六 十 常数 且 
dd" GE 8 
芭 - 世 ( 竖 -人 (证 区 )- 宇 县 ( 吧 适 
sd /ad df 
-1 全 ( 呈 )- 芝 ， 
因此 去 是 与 定向 无 关 的 。 
间 量 志 称 为 0 在 虑 下 (9) 上 的 黄 衬 向 旦 , 并 记 作 天 一 天 (es) 一 直人 s)。 


因为 二 是 单位 癌 量 , 由 定理 2.7 得 出 一 二 季 直 于 志 因 而 平行 于 法 平面 ,当下 为 非 零 向 
量 时 , 它 就 是 曲线 转弯 的 方向 ,如 图 48 所 示 . 


曲率 向 量 的 大 小 记 作 
= 上 (| . ， (4.4) 
并 称 它 为 在 胜 (s) 的 曲率 . 生理 的 全 吉方 . 
~ 向 ~ (5 
栎 它 为 在 坚 (s) 的 曲 半 半 葵 。 “ 


在 O 上 曲率 向 量 大 一 和 的 点 称 为 运 留 上 $, 于 是 在 去 留 点 上 ， 曲率 |x| 为 堆 ， 隅 率 半径 p 是 
无 穷 大 . 


在 问题 4.8 中 , 我 们 证 明 曲 衬 学 于 切线 方向 对 法 长 的 变化 率 , 这 样 , 沿 着 切线 方向 对 狐 
长 的 变化 速度 大 的 曲线 , 例如 半径 很 小 的 贺 , 它 的 曲率 相对 地 大 , 或 等 价 地 , 曲率 半 征 相 对 地 


小 - 
例 4.8 沿 着 举 径 为 a 的 图 ,时 一 a(cost)ert+alsint)es, o>0, 有 


8 | 树 
- 盏 G(sint)eri a(00s#) es, 可 


芝 /| 概 [overom 


“县 k= 一 帮 a au/ 允 -地 /| 上 党 | -一 Toont) err Geta)e,), 


下 是 这 个 下 是 各 原点 全 记号 -个 曲率 半 各 p 一 1/lx| 一 4. 因 
此 , 贺 的 曲率 半径 就 是 该 回 的 半径 . 
例 &.& 沿 着 螺 线 及 =alo08t)es+alsini)est+ bies, >>8, 5 呈 0, 有 


|=o, 


… 条 4-I 基本 内 容 【本 了 


好 cmt ~alsint)e+ a(cont)est bes, 


| 车 |-eaem 


红 -时 4/ | 坚 | ~ (0) -1 (— alsint) otaloo0st)est bes), 


-i 4 
U/l 
= (a +B) -Va — oleo8td)es— slsint)es)/ (0 + 6) 


一 -ss (Cos Det (sint)es). 


注意 , 这 个 五 平行 子 mga 平面 且 指 向 原点 , 如 图 44 所 示 ， 曲 率 是 常数 昌 等 了 
(x|=|k| a/ T+), 
若 沿 曲线 0 的 曲率 恒 等 于 稚 , 即 若 | 天 | 三 0 则 =0, 积 分 得 
zt 一 Gi 一 常 向 量 尖 0. 
因为 1 一 室 , 再 次 积分 ,有 
于 =as+b, 5 一 常 向 量 ,， 
即 口 是 通过 (3?a，2a，28) 且 平 行 于 @= set 十 aqaes 十 ases 的 直线 ,相反 地 ,如 果 O 是 直线 
=aitb, wz0, 
到 A 
且 | 天 | 天 一 0. 
于 是 我 们 有 
定理 4.1 一 条 类 汤 2 的 正则 曲线 是 直线 的 充分 必要 条 件 是 它 的 则 六 人 恒 等 于 等 . 
可 以 直接 用 任意 参数 表示 的 导数 来 表达 曲率 , 在 问题 4.7 中 , 我 们 证 明 “ 
定理 4.% 若 轩 ~ 下 () 是 类 >>2 的 曲线 的 任意 参数 表示 , 则 
和 一 | 下"x 亚 中/ 于 
4 单位 主 法 向 量 
设 口 是 类 沁 2 的 曲线 ,曲率 沿 量 一 一 总 沿 着 O 连续 地 变化 ,天 的 单位 出 重 
tx 一 天 /| 天 |， 
在 天 一 0 时 不 确定 , 并 且 它 可 以 且 联 , 用 后面 的 例子 、 因 此 ， 我 们 考 患 的 不 是 旺 本 身 ， 而 是 
平行 于 此 的 单位 向 量 ， 它 的 方向 可 以 任 选 ， 介 要 在 O 上 处 处 能 鲍 连 续 ， 这 个 向 量 将 记 作 
失 一 2(s), 且 称 它 为 在 点 在 (s) 的 单 住 主 法 向 量 。 
注意 ,车 0O 上 没有 加 留 点 , 即 对 *- 切 可 kk(s) 关 0, 我 们 可 以 直接 选取 
no—kCs)/ |k(s) |, 
即 选 取 各 是 的 方向 上 的 单位 向 量 ， 还 种 注意 ,对 于 直线 , 有 =0， 国 而 单位 主 法 向 量 
是 不 确定 的 ， 
选 定 各 (s) 后 ,在 上 将 会 有 一 个 连续 的 函数 ws) 使 
kl) —aCs)n(s), . 《4.6) 


TT8] 第 四 章 曲率 和 找 率 
在 曲线 的 某 一 点 处 , 和 天 同 向 ， 就 有 zx= | 有 |) 当 生 和 天 反 向 ,就 有 xz= 一 | 天 | 在 逼 留 点 
上 上, KE=—0 x=0, 

由 等 式 (4.6) 定 义 的 量 x(s) 也 称 为 0 在 点 丰 (s 关 由 站， "但 要 注意 , 由 于 妈 的 方向 最 官 


是 任意 的 , 故 函 数 xs) 可 能 差 一 个 符号 ; 局 部 地 说 , 仅仅 它 的 绝对 值 |x| 一 jE|， 妓 前 面 所 定 
义 的 曲率 , 是 其 线 的 -个 内 在 性 质 . 
落 用 基点 乘 等 式 (4.6) 两边, 且 应 用 -nn 一 ||? 一 1 可 得 到 如 下 公式 
x—k(s) nts). (4.7) 
例 和 .5 如 图 乞 5 所 示 , 消 三 次 曲线 


下 tes 二 各 Bea, 


ed 1 
至 一 2 十 Be ， 


村 0 


t= 时 / A (i+) Vie +#es) 
和 k= 1 A |= -2G+ 罗 -ee es), 
的 方向 如 图 4 5(4) 所 示 。 


-要 
(Cs) 风量 《0) 网 是 kf | 《e) 向 让 mn =i 当 t=0 
: 1 ”i 0 


外 .4-5 


' 在 $0; 有 一 0 目 是 一 个 拐点 ， 这 里 ， 级 存在 一 个 如 图 二 5(2) 所 示 讽 方向 上 的 路 本 
因为 当 t 表 过 正 的 # A 0 时, ft; 的 极限 是 


人 


_ 一 1 一 《el 一 83) 
加 =- 雹 作品 pe 中- ed 


而 当 zt 通过 负 的 六 ts 的 极限 是 


一 # poe | 
至 。 名- 此 [= ED Cee 一 - 吾 0 Te 
,， 当 #20, , 
这 星 应 用 了 袁 -{_ 当 史 ”者 我 们 选取 


和 4.1 基本 内 容 [71] 
一 天 /| 惠 | ， 学 经:0， 
| na 当 i=0, :- TL1+i Ye 03), 
无 /|[ 天 |， 当 i>0 
如 在 曲线 上 将 连续 地 变化 , 如 图 全 (0) 所 示 . 出 等 式 (4.7)， 对 这 个 如 有 
x=k-n—[— (L+H) "aH @2)][— {+#) -42(Pe1 一 es 一 28C1 + 
， 例 4.6.，, 研究 0” 类 中线 (参见 便 3.18); 
te1t 9 i"es,， 当 #<0, 
| x-| 当 i10, 
te1t+0 1 es, 当 #0, 
如 图 4-6 所 示 , 当 t<0 这 曙 线 位 于 mws 平面 上 , 而 
当 #>0 曲 编 位 于 wags 平 而 上 , 由 此 得 出 , 当 #< 0, 下 
位 于 za 平面 ，z>0 刚 位 于 masa 平面， 因为 三 从 
zw 平面 由 牙 到 mas 平面 , 所 忆 | 要 定义 对 使 它 在 
图 46 # 一 0 处 连续 是 不 可 能 的 ， 
从 上 例 知道 , 即使 是 0” 类 的 曲线 , 在 逗留 点 也 可 能 没有 琅 九 的 主 法 向 量 ， 可 是 如 果 若 
线 是 解析 的 ， 则 连续 的 主 法 向 量 站 是 存在 . 在 问题 4.5 中 ， ee 


向 量 . 


把 主 法 线 和 密切 平面 ， 
如 图 4 所 示 , 通过 前线 如 于 的 点 于 且 平行 子 单 位 主 法 问 量 的 直线 就 是 9 在 忆 的 主 
法 线 , 由 此 可 得 在 下 的 主 法 线 方程 是 和 
”Y=X£+kn, -中 < 及 必 . (4.8) 
过 不 平行 于 单位 切 向 量 和 单 1 位 主 法 向 量 的 平面 
称 为 C 在 下 处 的 密 女 千 西 ， 由 疗 人 .8， 利用 混 仿 积 得 
出 在 站 处 的 密切 面 方程 是 ， 、 
[CY— ZZ)tn] =0, “(4.9) 
注意 到 # 一 识 和 一 管 平行 于 Rn， 则 在 x<*0 的 
点 , 密切 平面 的 方程 还 可 写 为 
[( 了 一 忆 ) 误 区] 一 0. 《4.10) 
我 们 记得 , 记 调 曲线 在 某 一 点 的 切线 , 可 定义 作 通 
过 该 点 分 近 的 两 点 的 制 线 ， 当 这 两 点 趋 于 给 定点 时 的 图 和 
被 限 位 置 ， 这 样 得 到 的 切线 , 它 的 方 条 和 曲线 在 该 点 的 方向 最 易 合 , 类 似 地 ,在 某 点 的 密切 
平 看 也 可 定义 为 过 该 点 邻近 的 曲线 上 三 个 点 的 平面, 当 这 三 点 趋 于 给 定点 时 前 极限 位 置 . 谣 
线 和 密切 闸 是 和 曲线 有 一 定 志 般 阶 的 几何 图 形 的 实例 ， 曲线 和 时 面 两 省 间 扫 能 理论, 将 在 
下 一 章 研究 , 让 时 我 们 将 用 这 种 观点 再 研究 亏 切 乎 页， 
例 4.7、 考虑 螺旋 线 


下 一 (cos 上 el++ (sin 区 es 十 tea， 
如 一 (一 sm 有 el+ (cost)es tes, |¥'| -v3, 


£172] 第 四 夫 曲率 和 找 率 
t= 有/ | (1/V D+ sint}ert (oogt)est es) 

和 kit/|X| = —(F)(eeDert Csin t)es), 
因为 对 一 切 训 处 0， 

n=k/|k|=— (Coet Cain)es), 
在 i 一 z/2 的 主 法 线 方 程 是 

Y— Fw)/2) + knw/2) 
即 YF—(1—h)est+r/2es, — oo<h<oo, 
在 t=w/2 的 密切 平面 方程 是 
[CY— Cw/2)) (rw/2) nr/2)] 一 0 
. 级 -iV 0 


或 Ya—1 0 -1|=-%, 
ga—r/2 /VF 0 
即 纺 十 加 一 上 /2 


6, 副 法 线 , 活动 三 楼 形 


设 于 一 下 (8) 是 类 之 2 的 正则 曲线 0, 沿 着 曲线 O, rt 连续 变化 , 则 在 0 上 的 每 一 点 ,有 
两 个 正 交 且 连 续 的 单位 切 向 量 二 和 单位 主 法 向 量 #， 现 在 考 虚 向 量 
Bls)—ECs) x mts), 
注意 日 是 连续 的 且 具 有 单位 长 度 ， 而 (En, 8) 构 成 一 个 右手 系 的 正 交 三 向 量 组 ,如 图 全 8 
所 示 . 向 量 8(9) 称 为 O 在 点 下 (s) 的 单位 副 法 向 重 ， 三 向 量 组 CECs)， 名 (s)， (8)) 就 称 为 G 
的 活动 三 校 形 - 本 ， 
通过 四 且 平行 于 五 的 直线 称 为 O 在 焉 的 副 法 线 。 在 福 的 副 法 线 方程 是 


下 一 下 十 及， 一 co<8<eco，， (4.11) 
通过 0O 上 的 点 脏 且 平行 于 t 和 名 的 平面 称 为 在 时 的 从 切 面 。 在 至 的 从 切面 的 方程 是 
(F—X¥) n=0,. ~ . (4.12) 
这 样 在 O 上 的 每 一 点 互 ,就 有 以 下 的 三 条 特征 直线 和 三 个 特征 平面 : 


切线 ， 王 一 王 十 5 


法 税 面 


各 


| 


主 法 线 ， 卫 一 下 十 Nm 
副 法 线 ， 卫 = 研 十 5; 
法 平面 (YY 一 于) .一 0; 
从 切面 (了 一 于 ) -nt 一 0; 
密切 面 ，( 了 了 一 了 )-b 一 0. 
例 &.8 在 例 4.4 中 螺 线 
一 alo0o8f)ertalsint)est Des, o>0, b+0, 


有 R= (BHD a (gin) et aloogd)es+ bes), 
天 一 一 ster+ (sin es), 
-新 一 (ooe 有 es 十 (sn bey)， 
© —ola tbh) Yini 一 008 
b=ixn=|@, sth) V00gg —sini 
Be: Bl@ + DY 0 
= (mth) (Deind)e— dC008 6s+ aes), 
所 以 在 1#= 包 的 副 法 线 方程 是 
下 一 下 (加 ) t ED), 
即 ， 
下 一 (ceog 加 十 砚 (o2 十 8) -14 ginto)ert (Gsint— hb(ast hb) "008#0) Gat Cb 
+ab(m+ 6) -2) es, :一 co< 有 <oo， 
车 引进 参数 Ohba t+ be) Ya, 、 
Y~—(ac08to+ Obsinio)ert+ (wsinto— Ob cog 加 )@ 十 (fo 十 a6)es 一 co<g<oo， 
在 #= 如 的 从 切面 方程 是 、 
(¥F—X (0)) R(t) =0, 
即 (4 — 008to) (~— 008t0) + (ya ~—a sinto)(—sinto) =0, 
或 多 008 和 二 yasin = 
可 以 看 出 从 切面 平行 于 xs 轴 . 
7. 挠 率 
现在 我 们 假定 四 一 在 (9) 是 类 之 8 的 正则 曲线 , 它 的 (9) 是 O01 类 的 , 则 对 十 Cs) 一 大 s) x 
名 (2) 微 分 , 得 。 , 
bs) =Es) x ns) +ECs) XB(s) 一 有 Cs) [nls) Xn(s)] + ECs) AS) 
m=E(s) x Rs), 《4.13) 
这 里 运用 了 等 式 (4.6) 和 对 一 切 G, GxE=0、 因 为 于 是 单位 向 量 , 故 充 重 直 于 生 ， 因 而 元 


平行 于 从 切面 ,下 此 得 出 , 冯 是 志和 玖 的 线性 组 合 , 设 


代入 (4.18) 中 ， 


即 


~ BB(s) ~—p(s)tCs) + TCDb(s), 


BCs) =t(8) x E(B) + (OB) 27s) EEC x bs), 


[L747 第 四 章 ， 曲率 和 和 找 率 . 
Bs) = (Re). | 4.14) 
这 里 运用 了 (#1t, 5) 是 右手 系 的 正 交 三 向 量 组 ,因而 X56= 一 ne， 。 
由 (4. 反 ) 式 定义 的 连续 函数 rs) 称 为 O 在 尺 (s) 的 第 二 山中 或 朱 半 ， 注 意 ， 如 果 把 
(4.14) 式 商 边 与 只 取 数 量 积 ,就 得 公式 . 可 
7—— b(nCs). | 4 (15) 
注意 7 的 符号 与 和 的 有 向 和 .0 的 定向 天 关 , 因而 是 曲线 的 内 在 性 质 ， 为 此 , 我 们 首先 
政变 姻 的 方向 , 即 假定 "一 一 孝昌 b* 一 tx" 一 #x (一 42) 一 一 了 b, 且 由 等 式 (4.15)， 
一 -6 (Db Rr. 


bs: 
和 二 
因而 又 有 wr 
这 正 是 要 证 的 结论 和 


例 4.9 我 们 再 来 研究 螺 线 

Kao08t) et agind) es rat。 @>0, 5*0. 
参见 例 4.8, 有 

6= Ca £07) -CB (ain bes — Bleoat)es + nes), 


- 受 - 兽 /| 喧 |- Ce 的) (Bleost) er + blsint)es), 


2 J (eos er Besint)es): ((—008t)@— Cgint)@s) 
一 8/(aa 二 2)， 站 2 { 
即 闹 率 是 常数 ， 注意 ， 如 反光 >0( 因 商 *> 的 ,曲线 是 有 有 旋 螺 线 ， 如 疼 410(G) 所 示 ， 如 果 
5 之 0( 因 而 7<0), 彰 线 是 左 施 坚 线 , 知 图 410L6) 肇 宗 ， 因为 4 的 符号 是 内 在 性 质 ,因此 我 
们 电 定 这 样 的 两 条 曲线 不 能 重合 . . | 
着 沿 着 曲线 互 - 下 (s) 搓 率 生 等于零, 即 *=0, 则 记 = 一 ci 三 0 所 以 表 一 蓄 疝 是 一 名. 现 
在 考虑 


机 La 地 
各 (TX zo 一 至 .Bo 一 四 bh, 


《9) 右 旋 邵武 T>0 六 左 居 曙 级 ，r<0 


图 4-10 回 415 


、 和 4 入 第 本: 内容 “588] 


因为 和 和 正 交 , 故 总 (了 bo)=0, 积分 得 
种- 二 常数 ， (4.16) 

也 就 是 说 ,下 ~ 牙 (s) 是 平面 下 ,Bo 一 常数 上 的 平 古 曲线 ， 特 别 地 , 琶 F 下 (的 位 于 宫 的 密切 平 
面 上 , 见 图 41L。 反 过 来 也 是 正确 的 , 于 是 有 

定理 4.4 车 沿 着 一 条 类 >8 的 曲线 ,4 是 C7 类 的 ， 则 演 巾 线 是 平面 曾 线 的 充 髓 必 要 条 
件 是 该 曲线 的 挠 率 福 等于零， 

除非 特别 说 明 , 我 们 约定 今后 所 讲 的 曲线 都 是 类 >>3 的 正 负 曲线 ， 卫 充 汪 C7 类 的 在 
这 种 情况 下 可 得 出 7? 是 连续 的 , 并 自 x; 志 将 和 配 孝 是 CF 类 的 . 

搁 率 的 一 般 参 数 志 示 也 是 十 分 便利 府 公 式 , 在 问题 4.19 中 我 们 证 明 

定理 4.5 在 曲线 疏 一 下 ( 纹 上 x 头 0 的 点 有 


cml ns 


8. 球面 标 形 EE 
如 图 十 42 所 示 , 沿 着 曲线 0 询 间 们 切 问 量 生 记 了 条 汪 工 , 它 在 以 原点 为 心 , 半径 
为 工 的 球面 上 , 该 曲线 三 称 为 二 的 球面 标 形 . 
荐 及 一斑 (s) 是 0 的 自然 表示 , 则 
ts) 一 主 (8)' 
将 是 了 的 一 个 表示 但 一 般 地 ， 3 不 是 卫 一 Es) 的 自然 参数 
因为 
. 
ol 本 全 
事实 上 ， 2 四 是 工 的 自然 表示 当 且 仅 当 沿 著 互 一 下 (3)， 曲 
率 |x| 一 ， 图 413 
pn 河 以 考虑 单位 法 向 量 nd 而 村 和 冲 位 测 法 向 量 玉 s~ 必 (3) 的 球面 
标 形 , 
' 例 .10 参阅 例 4.8 和 例 4,9, 对 螺 线 ~ 
及 =a(co8t)ertalsint)est btes, o>0, BO, > 
有 一 alsint)ert aldost)est bes), 
| (es 为 et 十 Ge， 
b= (Ca++ 6b)- aCBsint)e— Boost)es+ aes), 
我 们 看 出 志气 百 关 于 ea 的 分 量 都 是 常数 ，. 因 而 它们 的 球面 标 开赴 za 轴 的 : 
i 的 球面 标 形 的 半径 ， 人 . 


32 | 导 
ds 


ea- 人 证 十 入 )- [EE Fy 
外 和 入 的 球面 标 形 的 曲率 半径 分 别 是 ps=1 和 : 


i 
PT 下 


王 2 下 ] 第 四 章 曲率 各 换 率 


$4.2 问题 及 其 解 管 


1 切线 和 法 平 击 
4.1 求 曲线 加 
(lt+i)e— tet (1+t3)es 
在 ;~1 的 切 织 和 法 平面 的 方程 ， . 
解 : 下 一 el 一 2ies 十 Biaeo 
下 (TD) 一 2e: 一 ea-+2ey 
(DD 一 @i 一 26s 十 38ea, 
在 纺 工 的 切线 方程 是 本 . 
Y=- XD) HEX (1) 
或 五 一 (2 十 区 Bl 一 ( 工 十 20)ea 十 (2 十 38)ea 
法 而 方程 是 (FY—X(D).¥(D -0 
或 (的 一 2) + (+1)(—2)+ (ge—2)8=—0, 
即 2ya 4 Bys—10. 


&.2 求 msgs 平面 和 螺丝 
于 ~(cogi)ert (sini)eaties (i>0) 

的 切线 的 交织. 

解 ， 蜂 线 在 任意 点 也 的 切线 县 

_ Y= +bR 
或 Y= (eost—ksini)ert (sini+koout) es ($+)es, 
以 下 作为 定位 向 量 , 有 :2 
mm—008t— Esini, rosinéT ho08t, 8 一 二 十 看， 
mws 平面 的 方程 是 oa 一 0， 因 此 , 沿 该 交 线 #+ 记 -0 或 # 一 一 于 是 所 求 的 交 线 就 是 曲线 
W0086+igint, wo= Sini—i008#, 28 一 0 

4.3 ”证明 沿 曲 线 四 一 afel 十 12es 十 es( 其 中 212 一 3u) 的 切 向 量 和 向量 5 一 6i+ea 组 
成 一 个 定 角 . 

证 ; 有 =aer+2btes + Be, 

[XT (0 +dbY + 0) (+ 60+ 0 at, 
这 里 运用 了 36 一 84， 这 时 切 向 量 站 和 @ 之 癌 的 夹 角 是 
7 和 
6 008 {和 -ee (GE (lL/V3)=a/4. 

4 有 如 上 是 , 若 空间 曲线 的 切身 量 和 一 个 定向 量 构成 定 角 <， 则 这 曲线 称 为 一 盘 螺 线 
或 柱 耐 峻 线 或 定 倾 曲 线 , 这 个 定向 量 称 为 螺 线 的 轴 、 注 意 a=0 除外 ， 因 为 这 时 全 部 切 向 量 
相 平行 , 曲线 是 直线 (见习 题 4&.28) .证 明 一 般 螺 线 可 有 如 下 形式 的 自然 参数 表示 

下 一 axi(s"]61 十 3o(S ECEs 十 9 (oosc)es. 

证 : 设 螺 线 通过 原点 且 它 的 办 平行 于 es, 出 

oo08a 一 008 A ($80) te emg, 


名 4.2， 问题 及 共和 解答 [773 
积分 m6 二 cosa 得 . ， 
aa=scoaa 二 o 0 一 常数 ，. 
著 az#w/2, 令 下 一 s+e/(cogc), 则 xe 一 s+cosa, 于 是 证 得 一 般 蜡 线 有 合 题写 的 自然 参数 表示 
ws ert wmals’) ets (Conm)es, 
若 “=m/2 则 因为 原点 在 曲线 上 , 四 一 * 一 0 于 是 曲线 
. 及 二 wr(s) et wats)es 
在 was 平面 上 . 
2 曲 率 
.5 求 曲线 
tet 二 pe + 生 ee 
在 点 1 一 1 上 的 曲率 向量 下 和 则 宰 |x|。 | 
解 : 收 ' 一 el 十 招 3 十 aes，| 站 "| 一 (十 扩 十 各)113， 
下 一 E/E | = (1+ + elt test tiie, 
.一代 十 训 十 的 -2(ea 十 24eg) — (eiteattes) (11+ 二 tA(F+ 2 
= 一 (入 十 可 十 红 )-3/2PC2 共 十 的 @1 十 ( 扫 一 1)es 一 ( 共 二 24)e8]， 


ki—t/|X| 
一 一 侍 十 绍 十 (2 的 ez4 (4 1)es— (#3+2t)es], 
在 t=1, 有 1 -得 (e-e) 和 | 二 |k|= 夫 V， 


4.6 证 明 一 般 赂 线 ( 见 问 题 4. 人 到 垂直 于 轴 的 平面 
的 投影 的 曲率 |x*| 一 |x|/sin?m， 其 中 a 六 0 是 这 螺 线 的 切 
向 量 和 轴 的 夹 角 , 而 |*| 是 这 电 线 的 曲率 . 
证 ， 设 单位 向 量 刀 是 螺 线 尽 ~ 蛋 (8) 的 轴 ， 如 图 4-18“ 
所 示 ， 这 螺 线 在 过 原点 且 季 直 于 刀 的 平面 上 的 投影 是 曲线 
下 "一 下 (8) — (ts)) 2， 


注意 ， 可 并 于 投影 一 瑟 (G) 的 自然 参数 ， 微 分: 一 人 
本 


得 -一 (ur Du={— (cogo)#, 昌 
dx" -| 
. ds ds 
= [(€:£) —2(0080) (E00) + C008 0) (48) 1 
=[1—2e08 6+ 00 l/sing, 0<o<n, 


于 是 和 sx /| 2 |- (eo) 
下 sina, 
最 后 jo- 各 /1|- /snre al /ent 


&.7 证 明定 理 4.2: 沿 着 类 >>2 的 曲线 六 = 量 (加 ,有 


入] 第 四 闪 “ 面 率 和 挠 率 
|x[ = 于 xx XIX. 
，_d 玉 _g 及 由 
证 . 和 如， 
be OS ES 
we Co j 避 "| jx 三 x 呈 ) 
其 中 sds/di 一 | 下 | 这 时 
| 下 'x 至 "] 一 | 吾 '| 引 遍 x 芝 [一 | 巳 || 玄 || 芝 jsin 一 (让 芋 )， 
担 必 -和 主 一 志 是 正 交 的 , | 重 j= 工 且 | 基 |= 全 一 |x|, 因 此 
[xl=|# x EI/ 
4.8 证明 ; 车 及 《信和 于"(#) 对 - - 切 二 是 线性 相关 的 ， 则 类 汤 2 的 赂 绕 及 一 乍 ( 提 是 一 
条 直线 . 
证 ， 因 为 车 及 ' 和 及" 线性 相关 , 出 
1¥'x¥"|=0, EE .J 
对 一 切 成 立 ,因此 册 定 再 4.1, 四 一 下 ( 共 是 喜 线 . 
&.9 谈 亚 一 下 (8) 是 类 >2 的 ， 又 设 .46 表示 在 二 0) 大黄 人 返 的 点 (st 4d), ds;>0 
处 的 两 个 单位 切 向 量 (s) 和 s+) 之 间 的 夹 角 , 如 图 人 4 人 所 去 ， 证 明黄 率 


| -lm 42， 


0 LS 


即 | [是 切线 方向 对 弧 长 的 迹 化 率 的 一 个 重庆 . 


be 


人 ea 


s+ dsy 


Aa 
(s+As) ~ 


1 (a) ,BY 
: 国 和 4 | 
证 ; 因为 是 单位 向 量 ， [Els+4s)— 一 2(s) 1 是 厅 为 单位 长 的 等 厦 三 角形 的 底 ， 大 图 
和 4(B), 因 此 
1 二) 二 ts) 一 -2 信 4) “+e, 
这 里 用 了 正 艾 函数 的 Taylor 展 式 . 此 时 


jx|= = |im #4) 409 Jim te 


二 


—lim sc im Gr ‘(40) )] 


再 为 lm 490, 故 


4.2 何 题 及 其 解答 【 掀 了 
且 -lim 浇 ” 
和 .加 证明; 若 类 之 2 的 香 线 开工 (的 所 有 切线 其 卡 ; 入 测 绩 是 直线 LF 
证 , 假定 是 切线 了 一 午 (9) 十 好 (s) 的 公共 点 ， 则 对 应 笋 上 每 一 存在 fh) 使 
上) 
丰富 对 于 切线 了 -Ge + 0); 一 0 当 且 仅 当 耶 在 曲线 二.; 同和 人 


的 , 此 时 ， 除了 * 的 茶 个 值 外 ,Cs) 0 有 成立, 微分 上 式 = 下 1 ‘ 
和 0= 忘 + 证 十 三 = (1 有 th,， 4 i 
用 在 滋 两 边 ， 0=(1+D (ED +EE), . 


因为 志 垂 直 于 志 故 0 一 下 | 站 ?或 0 一 而 对 ?因为 当 szso，5(S) 关 0， 故 当 s 关 so， 人 x| 一 0. 但 
4 xl 是 连续 的 , 因此 对 一 切 % jx| 一 0, 由 定理 4.1 知 , 有 一 玉 (s) 是 直线 . 


3. 活动 三 楼 形 


4.11 求 曲线 
一 (8 一 1)e1+ 8"es+ (H+ 闻 )ea 

的 连续 主 法 单位 向 量 和 出 法 单位 向 重 ， 和 
解 : 对 ' 一 (3 一 —_ 8/9) e+ Gtes+ (334)es, 


1¥| =-8[0— 人 3 二 26) 十 人 于 纪 ) 于 ma . 
一 8 了 (十 28 十 Vt 


一 Ta ertptest Ge 


ki 2 et (ee : : 
"Bt 
Lr+ 并 
Ix!= ETEE ED Ew ， ,类 ， 


-因为 对 一 切记 下 双 0, 可 选取 
k ~ a 
TR 


和 
Be: 1—# 一 23 


1 
Fr 


[es it#. 0 | 


b—-ixn 


pi te ae (Le 
~ De ert (Ht)ed, 3 
和 人. 了 ”证明 在 茧 引 YX 商量 下 " 平行 了 钳 扣 册 并 瞪 它 在 二 和 加 上 的 分 量 分 
台 是 | 站 | 和 zx| 于 "|?. 
还 将 王 一 4 -生起 对 # 求 导 得 


Et tes ts + ds te" + ns, 


I 名。 第 四 章 曲率 和 挠 率 


这 里 用 了 由 等 式 (4.6) 得 到 的 一 xft， 册 此 知 硫 " 平行 密切 面 且 它 在 志和 如上 的 分 量 分 别 
是 | 于 1s" 和 x| 于 :3 一 x 

4.13 《9) 若 在 曲线 脏 一 肝 ( 失 上 一 点 于 ,里 ' 和 下 "线性 无 关 , 证 明 在 下 的 密切 面 是 
[CY 一 脂 ) 圣 ' 革 "] =0.(b) 表 用 此 公式 求 曲线 下 一 把 :十 tex 十 japs 在 t=1 处 的 密切 面 . 

证 ，(a) 我 们 从 上 题 中 看 到 也 "平行 密切 面 , 且 知 于" 是 二 的 倍数 , 故 互 ' 平行 密切 面 . 
因为 已 知 是 ' 和 复 人 线性 无 关 , 可 得 下 'X 于 "是 垂直 于 下 处 密切 面 的 非 堆 向量， 因此 在 至 
处 的 密切 面 方程 是 L(Y 一 脂 ) 看 "入"] 一 0. 

(Db) 于 /B12ies+3i?es, 旦 "一 2es+6tes, 于 是 在 1 二 1 处 的 密切 面 方程 是 

[(¥—#(D) YD "DI=0, 


nu—1 1 0 
或 ga—1 2 2 |=0, 
ys—1 3 6 
由 此 (yi1~1)6— (ys—1)6+ (ys—1)2=0 
或 By — Bya t+ys—1. 
4.14 证明 螺 线 


alo08t)er ta(sint)es+ bies 
上 其 密切 面 通过 一 固定 点 的 所 有 点 在 同一 平面 上 . 
证 ， 设 和 =a(c08b)ertalsint,)eat bhes 
表示 在 螺 线 上 这 样 的 点 , 其 上 的 密切 面 通过 定点 
et Yorba + Yoses. 
容易 证 明 ,对 所 有 声 有 "和 下 "都 是 线性 无 关 的 。 于 起 在 瑟 处 的 密切 而 方 程 是 
[( 了 一下) 总 "在 中 一 0， 


故 对 每 一 和 
[CPo— Eh) ER) Es) ~0, 
oi—mo08b esinh cog 
或 Wasirit woo8h —pdiht |=0, 
Yos— BE 下 0 
或 展开 得 (byoa) (ea C08#) — (byer) Casint,) + Ca”) (his) =ayoe, 
因此 =G(008h et olsin te + bies 


位 于 平面 bgoazi 一 olzs 十 aos 一 02gyos 上 . 

.天 ”证 明定 理 4.8. 渤 玉 (so) 是 非 直线 的 解析 曲线 于 = 及 (8) 上 前 一 个 去 留 点 ， 则 在 
so 的 某 邻 域 中 , 曲线 在 在 连续 的 单位 主 法 向 量 Cs). 

证 : 设 下 (so) 是 下 (3 在 如 的 第 一 个 >1 阶 非 鹤 导 数 ， 因 为 和 在 一 互 (s) 非 直线 ， 这 
样 的 非 零 导数 存在 ， 其 实 ,%>2, 因为 在 到 留 点 二 (0) 一 革 (s0) 一 0. 这 样 , 我 们 可 写 出 ， 

及 (se) + 全 (80) (sn) + (sa)*+ 工人 和 + 
三 时 co(so) (一 5o)z 不 we)(s0)(S 一 80) 

则 t 一 站 评 Go)+ sr 一 上 于 8—80)* |.., 


志和 4.2 问题 及 其 解答 [ 鞠 3 


和 和 kt- ES + Et 
sss 三) EoD(so) (0) |， 
(s—s0) [在 - 洁 + Ch— i + 


= (s—so)** WCs), 
这 里 到 (s) 在 so 是 解析 的 , 且 


WCso) = 站 多 #0. , 
因为 到 (3) 在 so 必定 连续 , 改 存在 一 个 邻 域 s&s(so), 柄 对 m(i) 中 的 3 丽人 s) 尖 0， 现 在 考虑 
向 量 28== (3)/| TCs)1 ,对 于 ss(so) 中 的 5 向量 纪 是 连续 的 并 具有 单位 长 度 , 上 且 此 一 下 与 给 
共 线 ,因为 


ks—s0) "WCs) 一 人 一 sa WI (sa WIs) |#—x(s)n, 


这 正 是 符合 要 求 的 结果 。 注意, 对 这 样 的 好 x 一 | 天 | 当 且 仅 当 入 为 侦 数 ((s 一 s0)* ?>0)， 当 
下 为 奇数 时 ， 


| [Ei， 当 ss 
一 | 有 | ， 当 s<so- 


4 找 率 


4.16 应 用 定理 4.2 和 4.5 的 公式 , 求 曲线 ， 
= et Be (H+)e, 
芍 申 率 和 挠 率 . |! 


解 : 
¥'xX" 
lxl -二 


= [LC3—31)e+6test (38+88)ea] x [一 6tes + bes+6tes] | 
1(8—8)ei Osea (8+8 eal 


18|(#?—1)e:— 2i6a+ (1+#)es| 1 
[Re Fae tra)e) ™ BH) 
六 "及 " 蛋 (有 旱 'xX 轩 站 :于 
ED - 
13[(W—1)e— est (1+t)es] .6[ 一 et 十 es] 
18°| (#1)e@:—2ies t+ (1+ el 


1 
~ ITD- 
注意 , 沿 比 曲线 , |x| = 
.如 ”证明 沿 邮 线 下 一 站 (9)， 
. 莹 = 一 En wb 
证 ， 微分 芝 一 上 =xn, 有 
a 


这 里 运用 了 9, 5 是 右手 系 正 交 三 向 量 组 , 因此 六 ~ 总 x 志 再 运用 下 -xm 和 局 = -zn, 有 
， 稚 一 妇 ( 百 x9) 一 (nx) am- ixrB t+. 


[ 奸 ] 第 四 章 曲率 和 指 案 
4.18 ”证明 沿 曲 线 怪 一 到 (s)，[ 广 萝 乱 ] 一 zt 
证 ， 运 用 上 三 的 结果 , 注意 到 如 和 是 有 和 手 标 正 交 三 向 量 继 ,有 
x 晤 -站 x 党 一 wwax (一 zx 上 2 二 ma) 
——xmRxt) tn xn) + re Rb) 
一 2 上 Toot， 四 
最 后 ， [计生 知 ] 一 嘉 , 是 x 达 -加 生 x 富 一 一 2 人 说 + 人 DD 一 re 
这 里 用 #68=0 和 t.t=1. 
4. 了 9 征明 定理 4.5. 在 曲线 民 呈 于 (5) 上 ww 天 0 的 点 的 镜 率 是 ， 
[XR 和 于 
Ey En 


dE di ,. 
证 :这 -证 人 2 


dE 
dso {入 SP CE 


旺 一 和 (第 和 + 下") 一 第 县 串 二 避 "2 寺 是 " 兴 
一 亚 字 二 8 磋 ( 扩 十 四 和， 


次 此 
[ 京 置 汗 ] 一 《不依 (EE 光 寺 时时 
一 ( 耻 才 [8 入 /x 下 ")+ 计 (让 /x 四 二 这 (于 "x 于" 
一 32[ 尺 ' 玉 ' 古 "十 访 [ 下 /下 /于 "十 党 [ 主 ' 生 车 [ 囊 1 XK], 
因为 ， [ 吾 ' 互 ' 下 中 一 0， [于 /不 ' 素 "一 =0, 
和 ] 一 部 [ 完 /定夺 7] _ [下 /及 " 革 “ 时 
[这 症 党 ] = 总 [下 "下 "下 “或 [六 这 于 
> i_ 1 1 
这 是 因为 Cr 
运 一 于 屋 "| (定理 4 人 
运用 上 题 结果 和 一 | 量 和 《定理 4. 他， 有 , 


| 
2 wll ~ [Xx "I 
4.20 ”证 明 医 一 条 曲线 的 所 有 密切 面 有 公共 点 , 则 这 曲线 是 平面 曲线 . 
证 ， 在 时 处 的 密 殷 面 方程 是 ( 卫 一 至 ) 一 0, 于 是 车 Yo 是 公共 点 , 则 对 所 有 s,，( 了 ,一 
下 ) 5 一 0, 微 分 此 式 并 运用 京 二 攻 和 名 垂直 , 且 省 一 一 cn, 囊 
(机 一 站) .二 -0 或 z( 了 一 站) : 引 一 0.- 
现在 假定 曲线 不 是 平面 曲线 , 则 由 定理 4.4, 存在 一 个 点 mg， 因 而 也 就 有 一 个 邻 域 skso), 使 
z+ 天 0， 这 样 ,在 sso) 中 ,有 (一下) :4 一 0, 即 了 一 政委 直 和 手 和 t， 然 而 ，( 卫 一 全 )-b 一 0， 
因此 了 一 下 平行 于 于 是 存在 A 一 h(s)， 使 得 对 sso) 中 的 s， 了 Yo 一 下 一 短 或 于 一 于 十 
研 , 即 点 Yo 也 是 切线 的 交点 ( 见 问 题 4.10), 这 时 在 ss(80) 中 曲线 是 直线 , 但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 在 sso) 中 0， 故 对 一 切 s, *=0, 从 而 曲线 是 平 而 修 线 . , 
4.21 证明 曲线 是 一 般 螺 线 的 充分 必要 条 件 是 */x 为 常数 ， 其 中 xs#0 及 当 x=0 时 ， 
0 - : . 


证 。 设 互 一 下 (9) 是 一 般 频 线 , 轴 如 是 单位 向 量 ， 且 二-eoga。， 从 问题 4.4 知道 , a 一 


地 人 .2 陪 曲 及 其 胡 答 [ 况 ] 
0, 宋 即 使 曲线 变 成 平行 于 妈 的 直线 这 称 情况 应 除外 ,于 是 对 每 愉 个 # 乔 在 唯 攻 的 单位 向 量 
芝 (s) 委 直 此) ,使 下 一 上 eos ac 十 了 sinm 显然 配 (s) 和 仆人 s) 一 久 (s) xt(s) 是 连续 可 微 的 ， 微 
分 吉 .和 eoso, 得 二 (too8a+brsino) 一 0， 又 因为 二 ft 一 0， 放 得 二 如 一 0, 这样 ,各 一 22? 和 
b=b" 可 以 分 别 迁 作 曲线 上 的 单位 宇 法 向 量 和 单位 副 法 向 量 ， 由 

0—g=ioosut bsine= co0s a— sndine, , 
得 */x 一 coiw 一 常数 , 其 中 xz0 和 当 x 一 0 时 ，?* 一 0， 反 之 ， 假 定 当 x 关 0, z/x 二 eotw 和 当 
* 一 0, +=0, 则 xeoaw 一 rainw 一 0, 因而 二 eosa+bsina~0， 积 分 之 to0sat+ Bsina-4 一 党 
润 重 ， 于 是 笃 是 单位 向 基 且 下 8 一 co8w 一 常数 , 即 下 一 玉 G 是 螺 线 ， 
4. 器。 证明 沿 着 类 关 4 的 正则 曲线 下 一 站 (9)， 


[ 营 营 怪人 0] 一 有 (2 i 


并 且 焉 二 于 (s) 是 一 般 螺 线 当 且 仅 当 [ 革 里 正史 ] 一 0. ， ,, 
证 ， 参 阅 问题 4.18, 苇 x 营 wsb 革 cw 六 ,微分 之 ， ” 


Ex Xo (Rn)prabt (Ere) inet 


; -{4 于 oent (Be)er TR 
- “p+ 二 
谱 用 问题 4.17, 则 
证 ,是 x 王 一 (一 十 To。 (CEE wo) 可 


-和 TH TN 总 oe 
一 一 一 2 二 Bra 
| 
gj 
-一 * 帮 () 
于 是 [ 营 . 芝 于 0] -一 [ 鉴 . 营 生 加- (TE). | 
车 下 一 下 (8) 是 一 般 螺 线 , 则 曲线 上 处 处 有 * 一 0 或 r/x 为 带 贸 , 因而 [ 格 : 受 瑟 o] -0 反之 ， 
若 [ 息 - 禾 互 9] -0， 且 商 线 上 没有 逗留 版, 二 而 wx0， 见 析 们 可 得 ofu 一 第 数 , 因此 互 ~ 
-下 (3) 是 一 般 螺 线 . 
5. 球 面 标 形 : 
a. 人 证 明 曲线 0 的 切线 的 球面 标 形 的 切线 平行 于 由 上 对 应 点 的 主 法 线 . 
: 设 于 ,~=t(s) 表 示 上 曲线 于 一 一 下 (s) 的 切线 的 球面 标 形 . 而 互 :一 #(s) 的 切 疝 量 是 
<. és) nce), 
:这 就 给 出 了 要 求 的 结论 ， i 


4] 第 四 章 ， 曲率 和 挠 率 


4.24 证 明 切 线 的 球面 标 形 时 1=” ts) 的 曲率 是 
拓 一 OA 


Ia 二- -由 x1. ， 
[ml Leb -te , 


. 3 . | 
即 对 -| ~ b+ hte) -4 ， 


证 ， 由 定理 生 ,2 


由 问题 4.18，、 


.中 证 明 充 分 正则 的 曲线 的 副 法 线 标 形 下 一 ps) 的 挠 率 是 
证 :我们 运用 定理 和 全, 下 求 mm。 由 而 一 一 ?tw 得 

_ bint =z toxt) 
-Rt+r[hbxt) + Bx] 
tnir[—7(xt) ta Bxn)] 
=TRtTD— rt, 

Sxb= rn) x ntrB 一 sr 全 
(xb) — r(x#) 
=Tt+rxb 
= (st +), 


Bxb= bx = ett) 


2rirt td) trot tab tnd) 
=2rT(7t tab) tnt tarn tb — rut) 
=2ri(rt 4d) + +d) 
Bt+ (Drrn+t mR), 
于 是 
hbbi = —b.cbxb) 
= (Trt) [Bot + (Qtmt ee) Dd] 
=T[— Bxr+2xt+zT#] 
T(x x7), 
bi (TR 一 Tt 一 
最 局 的 Bb- 2 - TT 


8$4.3 补充 题 
和 加 求 曲线 


St3 补 充 题 【 间 了 
收 一 (coe 们 GT 十 (sin 六 的 十 je 2 
在 点 #=w/2 的 法 平面 和 m1%s 平 画 的 交 线 ， 
答案 ， 由 = 一 上 /2 ma 一 有 mm 一 0 一 co< 有 <eo。 
4. 和 5 求 曲线 
量 一 (1 引 ei 一 faea 十 代 十 扫 )es 
在 i=1 的 切线 和 mo 平面 的 交点 . 
答案 ，(4/8, 一 1/8, 0). 
4.28 证 明 , 车 一 曲线 的 所 有 切线 互相 平行 , 则 该 曲线 为 直线 . 
.28 设 49 是 单位 切 向 量 E(s+44) 和 (3)《 其 中 向 人 中 之 阿 的 夹 角 ,证明 


lim 40=0. 
.30 证 明 平面 曲线 
一 (e+ wat)es 
= [22 tant 
的 曲率 是 | 一下 RD 和 ss 
4.31* 证 明 : 若 对 一 切记 至 ' 和 发 ' 线性 相关 , 则 曲线 是 直线 ， 
.32 求 曲 线 
R=(f—gint)et (1—cont)es tities 
的 曲率 ， 
答案 ， |x{| 一 (1+4sint#/2)3/(I+48ins#/2)3 
.33 求 曲线 
到 = (tsinf)e+ (1—cont) e+ te 
的 挠 率 . 


答案 : 7 一 一 1/(1+4sint8/2)， 
4.34 证 明 xz[ 一 | 让， 


.95 ”证明 曲 线 
Xte ttt et tee {1>0) 
位 于 一 个 平面 上 . 
4.36 求 使 曲线 


-alcogt)er talsint) et ft) es 
成 为 平面 曲线 的 最 一 般 的 岗 数 (2)， 
答案 ，f( 引 一 4sinti+Beost+0, 4，B, O 为 常数 . 
4. 吕 证明 在 曲线 
开 -te: 十 可 Host tes 
上 任意 三 点 的 密切 面 交 于 一 点 , 且 此 点 位 于 这 三 点 所 确定 的 平面 上 . 
4.38 证 明 ; 车 xz0, 下 = 亚 ( 世 是 平面 曲线 的 充分 必要 条 件 是 [ 互 ' 喜 " 吾 % 一 0.。 i 
* 在 原文 中 ,本 题 和 问题 4. 重复 .~ 一 - 译 考 注 


名] 第 旺 章 曲率 和 找 率 


4.39 证 明定 理 4.4 的 必 肛 性 部 分 : 若 瑟 一 下 (8) 是 平面 曲线 , 则 + 二 0. 
4. 和 证 明 -- 条 曲线 是 一 般 螺 线 的 充分 必要 条 件 是 它 的 切线 标 形 是 一 个 加 或 圆 弧 . 


&. 人 1 证 明 曲 线 O 的 切线 标 形 的 切线 平行 于 在 对 应 点 上 的 到 法 线 标 形 的 切线 。 
4.42 证 明 沿 副 法 线 标 形 的 曲率 是 
痊 一 (3 二 2)/Ta。 
生 . 欠 证 表 洛 切线 标 形 的 找 率 是 
= 一 
十) 


第 五 章 曲 : 线 论 


85.1 基本 内 容 
1，Frenet 方程 
定理 世 .1 沿 着 则 线 w 一 x(s), 向 量 去 从 呈 满 中 方程 
~ 下 一 xz， 、 
= 一 xt+Tb, ' (5.1) 
Bn.. 


”方程 (5.1) 称 为 曲线 的 BerretrBrenef 方程 。 它 是 研究 曲线 论 的 基础 ， 应 该 把 它 烽 记 ， 
其 中 第 一 和 第 三 个 方程 已 在 (4 .6 和 (4.14) 扒 导 过 , 至 于 第 二 个 方程 微分 多 =Bbx 砧 再 应 用 
第 一 和 第 三 个 方程 就 得 到 

i=Bxitbxt— s(x) Bx (om) i 
D-DD+a) =—t7b. 有 
注意 , 着 把 Frenet 方程 写成 : > . . 
0 Em0f+xn+08, 
省 二 一 二 十 0 十 翅 ， 
B=00—rnTt 0b; 
苹 94.b 的 系数 构成 矩阵 : 


2. 自然 方程 
我 们 证 明 ee 证人 它们 完全 确定 了 


的 对 应 点 逃窜 , 纹 局 几 和 对 让 的 点 放 匀 1 Yt 和 (to no、 记过 印 党 分 
好, 并 利用 Frenet 方 程 得 到 


EE Et nt dt) 


同 理 有 号 (nr) 一 和 和 一 《一 Am] 二 (一 xttsb) 
x tt) + tb n'y) 


C88] 第 五 竟 旺 线 论 
和 和 Bb) bdr bd) +n) bt, | 


以 上 三 式 相 加 得 到 
攻克 ) ~0, 


积分 得 《下 加 十 到 入 "十 五 .8 ) 一 常数 ， 
但 在 so to r= b= bo, 
所 以 本 


于 是 在 s 因而 亦 对 所 有 % 有 
Ein to =8. 

因 和 太 是 两 个 单位 向 量 , 它们 大 以 下 性 质 ; 一 I 如 一 008CE 如 ) 1, 因 此, 车: 旭 
.9+ bb =3, 则 #1 1 .b=1, 
于 是 对 所 有 s, tt" nn 一 2', bb 
最 后 ,因为 =dw/ds 一 如一 dae*/ds, 得 到 必 (8) 一 w*(s) 十 常 向 量 , 但 在 so Cs0) 一 2"(so), 所 
以 对 所 有 sw《s) 一 w"(s), 即 是 曲线 c 和 r 挝 合 , 这 就 证 明了 如 下 定理 

定理 4. 曲线 由 以 * 为 自然 参数 的 机 率 和 找 率 函数 唯一 确定 ， . 

方程 x=x(s), ?一 vs) 称 为 曲线 的 自然 方程 或 内 莹 方程 , 因为 它们 完全 确定 了 曲线 . 

例 5.1 (a) 根据 定理 4.1+ 和 定理 4.4 短 到 直线 的 内 区 方程 为 

xs=0 和 z=0, 
(Db) 方程 x 一 常数 天 0, 一 0( 见 例 4.3) 是 半径 为 6 一 全 的 固 的 内 覃 方 各 


(6》 圆柱 虹 线 的 内 楷 方 程 是 “一 常数 汪 0, 一 常数 了 0，( 见 钢 4.4 和 4.9)， 这 条 螺 线 
在 半径 为 |xi/( 冯 二 7) 的 圆柱 面 上 , 它 的 螺 距 为 25|7]/ ?十 四)， 当 7T>0 时 , 它 是 右 旋 蝶 
线 , 当 7<0 时 它 是 左旋 曲线 . : 


3， 存 在 唯一 性 基本 定理 1 


注意 , Frenet 方 稳 是 关于 本 各. 如 的 三 个 向 量 的 一 阶 微分 方程 组 ， 因 而 自然 会 问 ,给 出 
任意 两 个 连续 蕊 数 x 和 7，Frenes 方程 是 否 有 解 在、 如, 并 由 一 和 、 是 否 可 以 得 到 有 给 定 
曲率 和 挠 窗 的 曲线 

“=-| tds+c¢, 
回答 是 肯定 的 , 由 以 下 定理 知道 . 
宏 理 5 8 空间 曲线 存在 唯一 性 基本 定理 
设 x(s) 和 和 ws) 是 区 间 <<s<3 上 的 任意 连续 函 
数 , 则 除了 空间 位 置 可 不 同 之 外 , 存在 一 条 且 只 有 一 条 
空间 曲线 6, 黄 曙 率 是 (9), 挽 素 是 x(s)、 这 里 是。 
的 自然 参数 . 

具有 给 定 的 表率 和 措 率 的 曲线 的 唯一 性 已 经 证 明 
( 见 定 理 5.2), 至 于 它 的 存在 性 的 证 明 , 见 附录 1. 

一 般 地 说 ， 于 renet 方程 用 积分 不 能 得 到 它 的 解 ， 但 是 可 以 设法 把 它 简化 为 一 个 称 为 
Riooati 方程 的 一 阶 微分 方 稚 , 详细 情况 地 参 阅 L. P. Eisenhart, A Treatise on the 


图 5-1 


85.4 基本 内 容 [加 ] 
Differential Geometry of CGurves and Surfaceg Ginn and 00.，1909. 

但 是 在 平面 出 线 的 情况 下 , 即 是 当 * 一 0 时 , Frenet 方程 的 积分 总 是 可 能 的 ,为 此 , 设 中 
表 拓 和 洱 轴 的 交角 , 如 图 5 工 所 示 , 则 

t= (08 pp)et Csin $)es. (5.2) 

因为 所 壬 直 于 ,所 可 写作 R=( 一 sin$)ezt (608)es. (65.8) 
微分 得 BE( 一 in) t+ (on)es] dn 站 = 一 中 (ooag)er (sn 及 eol = ~ 后. 
但 当 z 一 时, Frenet 方程 简 化 为 一 xn, 药 = 一 xt. 


于 是 着 一 % 即 ,$xdstor. (6.4) 
上 述 t 和 各 是 解 ， 少 确定 后 , 可 从 (5.2) 得 到 
wo Jiastcs—)T(oong ert (ein $l))esldstes. (5.5). 


注意 : - 贞 .4) 中 积分 常数 的 改变 确定 一 个 关于 叫 的 变换 ， 由 这 沾 融 换 确 定 曲 线 关 于 原 
点 的 组 转 ， 政 变 (全 . 瑟 中 的 积分 带 欧 量 确 谋 一 个 关于 沿线 的 平移 ，- 

注意 ， 荐 对 所 有 s，x 关 6， 册 对 所 有 #, 吕 大 0， 这 就 多 许 引进 $ 一 p(s) 作 为 5,5) 的 参 
数 , 得 到 


= [oopyert Ging) es) Bab te 
-| Det (ing)ed pt es (5.6) 
例 5.9 方程 4 一 二 ,+ 一 0, #>0 是 对 数 电 线 的 自然 方程 事实 上 ， 设 ~ xj/ 出 
一 10g8 二 or 解 出 s=60* 中 和 w=1/z=e 4 路 得 到 
ep Pet inderaptes 
= fer Coo0n yest (sing)e)ag+e 
ontaing)er + 寺 omsing esg)es te 
eV To ($m/4))er+ VT(sin($—%/4))en] +es. 
车 选 中/4 o 一 0 且 令 用 -mA4-0 得 到 @ 一 -Se [ooag)er+ (ein6)ea]. 
在 极 坐 标 中 ， 上 式 是 对 数 螺 线 ?一 (17、/ 3 )e? 
4， 曲 线 的 规范 故 示 


设 忆 是 曲线 O 上 的 任 一 点 ,并 湾 卫 点 是 坐标 原点 且 基 (el，ea， es) 和 胡 线 在 王 点 的 三 
棱 形 (他 所 可 重合 , 最 后 选取 O 的 自然 参数 ， 使得 在 卫 点 s 一 0， 若 I 用 ww 一 w(s) 表 示 ， 则 
w{0) =0, BC0) =t0) =€, HC0) =E(0) =n(0){0) 一 xeo， 


因为 。 。w 一 归 Mt 夫 6) tb 
有 比 (0) 一 一 xdel 十 goes 十 xoroeay 


1s03 第 五 间 曲线 论 
最 后 因为 6 是 类 >8, w(®) 可 写作 
ws) 一 wm(0) 十 必 (0)s 十 区 (0) 加 -二 站 (0) 辣 上 0 
estmes +(e + rest xorobe) B70(s) 
一 (s 一 各 er+( 生 + 各 ert 和 er0()， 
图 和 (9 的 分 重 , 上 式 变 为 
2 一 8 -1 BE AC 一 喜 mer+ 吉 jos3 + 0a CS): 


6 


Va 坦 ootos 十 0a(S ) ， 
就 上 方 矢 称 为 曲线 c 在 了 皮 的 规范 表示 ， 其 普 项 对 描述 曲线 在 了 点 邻近 性 质 是 方便 的 . 

全 5.3 如 图 下 2 所 示 ， 尚 线 5 在 也 点 的 规范 表示 中 ;， 光 在 切线 上 的 投影 是 向 量 
ae 因为 1 含有 的 一 次 项 , 我 们 看 到 曲线 的 大 部 举 ， 洲 在 它 的 切线 下， 在 主 法 线 上 的 
投影 是 分 量 vs, zs 含有 s 的 二 次 项 ,入 在 碘 法 线 上 的 投影 是 分 量 za, 含有 前 三 次 项 , 注 ， 
意 如 果 徊 关 0, 因为 分 量 ma 与 一 样 ,经 过 也 不 改 号 , 故 曲线 位 于 从 切面 的 一 便 ， 如 果 加 上 
ro0， 因 为 zs 如同 5 一样， 经 注 卫 改 导 ， 曲 线 罕 过 卫 点 的 密切 平面 ， 如 果 了 >0 如 图 
5-2(a) 所 示 , 三 楼 形 (f, 18, 8) 在 五 点 附近 作 右 手 螺旋 旋转 , 如 果 ro<0 则 三 棱 形 (所 nn, 玉 
在 卫 点 附近 作 左 手 螺 旋 旋 转 , 如 图 25) 所 示 ; 


， To<0 
人 - 全) 


例 65-& 研究 出 线 的 规范 表示 的 首 项 


ms, = 二 08 m= xomos ， 

假设 mm>0 mm>0 从 前 二 个 方程 消 夫 5 我 们 看 到 在 一 点 的 邻 城 ， 曲线 在 密切 平面 (maza 平 
面 ) 的 投影 为 独 物 线 必 一 去 xo 碟 如 图 5-8(a) 所 示 ， 测 线 检 大 切 和 的 投影 为 主 次 机 线 m 一 
去 wrt 如 图 5-8Cb) 所 示 ， 米 线 在 法 平 闸 的 投影 为 半 立方 狠 物 线 吕 一季 (cas) 喧 如 图 


5-8Kc) 所 示 . 


二 5.1 基本 内 容 [ 查 ] 


5. 渐 伸 线 

曲线 0 的 切线 所 生成 的 曲面 , 称 为 了 的 切线 曲面 ， 油 线 在 加 的 厢 线 蓝 面 上 并 且 和 C 
的 切线 三 直 相交, 则 曲线 O" 称 为 曲线 O 〇 的 渐 仲 线 ， 

如 果 O 的 方程 是 zw(s), w* 是 其 伸 线 C" 上 过 0 在 
w(s) 的 切线 的 点 , 如 图 5- 记 示 , 则 w" 一 2(s) 平 行 于 (8)， 
二 是 0" 有形 如 gw" 一 2k9 二 8(s)E(s) 的 方 各 并且， 在 浙 伸 
线 上 , 切 向 量 ， 、 


于- 一 + 村 + 有 一 (1+ t+ jx 


各 口 的 切 向 量 t 性 直 ， 由 是 


Ee +k ne 下 一 1+i=0 
积分 得 大 一 一 9 十 0 ,8 所 二 存在 无 限 多 条 渐 伸 线 ， 对 每 一 个 吕 新 休 线 方 站 
2 一 省 十 (C 一 下 下 
注意 在 % 有 授 贸 点 的 地 方 ， 全 不 是 下 刚 朋 ,因为 


时 -路 + (es) 并 -i (o—sE (0—s) ih: 


在 #~0 的 地 方 ,2 一 0 二 是 我 们 假设 没 0, xz0 此 可 到 泣 的 产 伯 纹 0 因 


为 在 问题 5. 臣 中 ， 我 们 证 明了 浙 伸 线 的 得 率 游 足 
， wa 一 Pah 
osm 
于 是 当 ww*0 时 ,人 0. . 
当 则 线 %~w( 在 空 的 切 维 用 方程 ?一 w 二 研 oh, 给 出 时 , 出 有 
村 | —|t|~l. 
名 是 ,大 是 自然 参数 ,又 因 当 8 一 0 时 , 2*=w， 得 到 | 是 G 上 蚕 点 各 和 O 的 切线 上 交点 和 
之 间 的 距离 , 所 以 的 两 条 渐 伟 线 估 ,Ww*==w 十 (01 一 和 和 O38 =w 十 (69 一 8)t 之 间 的 申 
离 , 对 所 有 * 保持 常数 遇 等 于 .1 (01 一 8) 一 Cea 一 8)1 = 上 1 一 03|、 加 图 5-5(g) 所 示 ， 内 上 面 的 
推导 可 知 ， 一 条 渐 伸 线 可 以 用 绕 着 O 的 绚 子 展开 拉 紧 而 得 到 ， 符 别 ， 如 图 5-5K2》 鲁 示 ; 着 


{ 鲜 ] 第 玉 章 曲 绪论 


图 5 
强 子 的 长 是 oo 且 党 0 选取 自然 参数 s, 使 得 s 是 从 绳子 的 国定 端点 起 算 的 距离 ， 则 用 展开 
强 子 生成 的 曲线 就 是 渐 伸 线 me" 一 史上 (oo 一 ?下 

例 上 56. 沿 回 柱 螺 线 作 一 a(lcosije1+alsint)es+bies, a0 有 
获 - —alsint)ert+ a(cost)est bes, 

le| 1- Ce 
| na 
本 jas 
= 了 十 22) "Va ateind)er 
十 Cocos 坟 en 十 Bes)， 


:下 加 | 《十 6) 和 。 


于 是 渐 伸 线 是 些 线 
0 一 省 十 (o 一 5 一 [eeosi 一 2fe 一 (ca-Fba)- tasin 习 ex 
.+ [amntia(le—s) (+h) ogd] et [bt+ (ce—s) (6&3 + 253) "5] gs、 
令 r-e(as 十 Be)Va 并 应 用 #s(as 二 3)-22 则 
Ww"—al(cogi+igint)—r sind]erta[(sint—te0st) +r 008t]}es+ bres, 
注意 , 如 图 5-6 所 示 , 此 渐 伸 线 是 限制 在 平面 xs 一 67. 上 的 平面 区 绕 . 


6. 渐 届 线 


车 些 线 CO 是 曲线 O" 的 渐 伸 线 , 则 定义 0: 是 CO 的 浙 导 线 , 因 此 给 出 0,0 的 渐 思 线 是 这 样 
的 曲线 , 使 得 它 的 切线 和 CC 牌 直 相 交 ， 车 CO 用 .w= 一 w(s) 给 出 且 2"(s) 是 渐 屈 线 的 切线 上 的 
切 点 , 这 切线 交 如 于 侈 (8), 则 
"(8) =) + ols) ns) + BeBe), 
事实 上 , 如 图 5-7 所 承 , w* 一心 (s) 径直 于 tCs), 办 让 它 是 22(s) 和 (Ge) 的 线性 组 合 ， 微 分 上 
式 得 


gz” 
a 


一 竺 二 a 十 o8 寺 B+Bb 
ttanta(—xt+oB) +Bb— Brn- (i—oant+ (Go— pr ni(B+rva)b. 
因为 玫 - 和 0* 相 切 , 它 与 w* 一 w 一 an+B6 的 分 量 对 应 成 比例 , 故 存在 久 使 得 1 一 dx 一 0， 


有 5.1 菇 : 本 内 容 [93} 


图 57 图 58 
(a 一 Br) 一 bo 且 (B+va) 一 8B 得 到 mw4/5, 后 两 个 方程 消去 下 得 
Bla—Br)—alB+za) ~0. 


解 出 忆 
Ga _d 
T= 人 和 演 > arecot 有 
积分 得 到 ， B-aoot[jrw+o|- 
因为 a=2/% 有 


p= (1x)oot| [rasto], 
于 是 有 无 限 多 条 渐 邮 线 , 对 每 一 选 定 的 6, 渐 届 线 的 方程 是 
人 "一 -wt 十 too as 二 o 禾 . 
注意 ， 我们 必 及 外 泊 半 多 人 CBr) (B+ on) 0, 因为 微分 2* etomt pb 得 : 
=(@— Br)nt (B+ra) Bb. 和 ' 


全 此 在 (4 一 Br) 二 (+zm)? 一 必 交 地方 or 不 是 正则 的 ,特别 , 若 品 是 平 画 类 织 , 则 一 0, 记 
一 ?@,? 一 常数 , 且 (& 一 Br)? 二 ( 记 +v@)? 一 (#3/w) 《193), 于 是 对 平面 曲线 我们 假设 天 0- 
例 5.6 车 〇 是 平面 曲线 , 则 * 一 % 以 及 它 的 浙 届 线 的 方程 为 : 
wt 二 n+ 全 bb 7 一 常数 ， 


如 图 于 8 所 示 , 当 7=4 时 , 浙 届 线 位 于 0 所 在 的 平面 上 , 这 个 平面 就 是 0 的 密切 面 ,事实 上 ， 
它 是 C 在 同一 平面 上 的 唯一 渐 届 线 , 并 称 为 0 的 平面 渐 尽 线 , 注意 , 较为 5 一 常 向 量 , 其 它 的 
新 届 线 落 在 柱 面 上 , 这 个 柱 面 的 直 母 线 垂直 于 (所 在 的 平面 ,并 且 通 过 O 〇 的 平面 渐 届 线 - 


7. 切 触 理论 


设 过 出 线 O 上 的 上 必 且 过 在 名 的 网 线 的 平 而 为 ma 过 Yz 但 不 过 C 在 m 的 切线 的 平 
醒 为 mm， 直观 上 , 似乎 wi 比 ws 在 w 和 口 有 较 高 的 “ 切 甬 "， 同样 ;在 过 m 的 切线 的 所 有 平 
面 中 , 最 高 阶 切 触 的 平 抽 似乎 是 密切 平面 、 他 

为 了 研究 晶 钱 C 和 一 般 曲面 的 切 触 程度 ， 我 们 假设 C 是 足够 高 哆 的 曲线 ， 它 的 方程 为 
六 一 21( 拉 @: 十 wa(#)@a 十 WwW3( 科 C@3， 又 设 耳 (wi,， ao Wwe) 一 0 表示 曲面 S， 且 OQ 和 前 不 仪 交 于 一 
点 Wo 一 w(t), 还 交 于 wo 邻 域 的 其 它 4 一 1 个 点 和 1 一 殉 人 页) Yo- 一 2 人 -现在 研究 画 
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， FO Fmt), malt), walt)). 
衣 显 地 ,因为 和 和 有 在 wo Ky， 几 ,_z 相交 , 故 有 
“flio) =F (wa(h), walto), walho)) =0, 
FH) = Fn), walt), wel)) =0, 
fin) = F(t 1), Talés), Talts_a)) m0, 
从 Bolle 定理 知道 7 让 在 浊 ， 才 …， 长 -其 中 
和 志 灶 攻 条 和 所 拘 芝 冯 ， 
使 得 FHF OG) hy) =0. 
又 从 Rolle 定理 知 , 存在 规 部 …y 部 -其 中 
首 所 绍 二 芍药 把 背 二 区 想起-1< 攻 -3 
使 得 FE) = = 0. 
继续 这 样 做 , 就 求 得 在 加 的 邻 域 存 在 和 直 秦 … 络 村， 使 得 
fb) = HD) = 一 7 一 0 
现在 研究 当 wa wa …， av-: 趋 近 于 wo 时 临 库 族 的 极限 ， 即 大 设 尽 是 交 Q 于 wo 和 ww 
邻 域 的 一 1 个 点 的 曲面 谈 , 当 wu wa …，2v- 趋 近 于 wo 时 的 极限 位 置 ， 当 zt wa … 
4 i 趋 近 于 we 时 , 数 刀 , 培 …， 纵 也) 趋 近 于 如, 因而 在 极限 情形 中 了 (如) = 随 C0) = 了 "(to) 一 
(一 0， 于 是 导 出 以 下 的 定义 
称 曲线 如 一 oa (二 全 十 Da 人 ba 二 aafes 与 焊 面 (a za， Ys) =0， 在 对 应 于 #= 加 的 点 
有 "点 切 甬 ,车 省 数 
+ 二 = Pm b), wa!), wslt)) 
满足 fio 一 了 (to) 一 … 一 D0 一 0, 但 Co) 兴 0. 
注意 , 上面 的 定 学 不 依赖 于 曲线 的 参数 表示 ， 事实 上 , 设 ， 
Retu(0) et wi) es 


是 申 线 的 另 一 表示 , 则 ， . 
WO) m0)), d=1, 2, 3 
且 9(0) = Foi(0), e206), wl0)) 
Pmt), waltt0)), A 
MD pF HOY, : 


i DD= 0 GD) + CE). 
一 般 地 说 , 9?(8) 是 (i(6)) 和 比 它 阶 数 低 的 导数 的 线性 组 台 ， 即 ，g() = (IO) FE 
Gf 人 0)) 十 二 克 9 了 (E 四 ), 但 是 如 果 了 Ci0) 一 7 人 6)) 一 0, 5 二 1 ,np 一 1 且 
四 : FU EG )) 0, 

则 9X80) 一 0 5 一 上 各 "上 且 因为 六 (B60) 天 0,，g""( 铅 ) 去 0, 这 就 是 所 要 的 结果 . 

例 5.7 通过 曲线 一 w(s) 上 的 点 wo 一 (so) 具有 单位 法 向 量 六 的 任 一 平面 的 方 种 
是 (w 一 wo) 一 0， 现 在 研究 函数 

9 一 (9 一 zoom 

它 的 导数 (0) -56 N=-t)-N, 


85.1 基本 内 , 容 【人 3 
- = N : 
很 明显 ， f(s0) (Cso) — Wo) N=0, 
现在 , (sp) 一 tCso) ' 入 =0 当 且 仪 当 困 秋 直 于 在 wo。 的 单位 切 向 量 tsoh 直 是 平面 与 苏 线 
至 少 有 二 点 接触 的 充分 必要 条 件 是 平面 到 过 出线 的 切 强 . 其 次 ,如 果 xs 0 则 . 
加 so 一 xso) 和 (se Nf 
的 充分 必要 条 件 是 友 革 各 于 则 线 在 Zo 的 主 法 线 ， 于 蜗 : 若 xso) 到 0 平面 与 明 红 更 少 有 三 
点 切 触 的 充分 必要 条 件 且 请 各 直 于 i(s0) 和 ps， 因 癌 分 必要 亲信 共和 罗 生 在 区 
密切 平面 {w 一 50) 员 (so) m0， 注 意 在 到 入 点 , 即 x(s0) =0 所 有 通过 切线 的 平面 眼 曲 缴 
有 三 点 切 触 . * 
人 交大 和 的 对 可用 半 人 的 方法 即 是; 设 则 线 ( 是 尼姑 
且 它 的 方程 为 i 


ae 十 mm 全 6 +f) Es, 
又 设 曲 线 工 是 以 下 两 个 曲面 os 
Pw, Tg, wa) =0, 
Gv te, ws) =0 
的 交 线 , 车 函数 本 
站 二 了 (rr 全 2 人 的 )， 
8 (六 二 CA maf), walg)) 
清 足 ， ， Fo) = 了 (to) =—/"(%) ~ “Dto) =—0, 
六 gio0) =9 (0) = 9 (0) ~ to) = 0 oo 
但 FOCio) #0 或 gCi0) 关 0; 若 称 口 和 六 在 对 应 于 4 一 如 的 点 有 nn 点 切 熊 ， 相 上 地 ， a 和 和 r 
有 “点 切 触 的 充分 必要 条 件 是 O 和 确定 了 的 一 个 昌 耻 有 * 点 急 角 ， 县 和男 一 个 曲面 至 少 丰 
多 虚 女 稻 ， 
例 5.8 确定 一 个 和 阳线 wm 一 2(s) 站 wo 一 etso) 点 军 少 有 3 点 切 能 的 现 六 性 意 ,上 
面 扣 过 , 曲线 作为 球面 和 平价 的 交 线 , 这 球 击 和 曲线 多 一 ww(s) 在 wo 至 少 有 3 点 切 触 ,这 
平面 和 盎 线 ww 一 zw(s) 在 wo 至 少 有 8 点 切 触 ， 中 心 在 go 县 过 mo 的 球面 方 各 是 ， 


[2—gol’ = |wo—gol®. 


我 们 研究 函数 
了 Cs) ~ Ie(s) —gol? — {ro—gol? 
= (wls) —#10)* (ws) — Yo0) 
~ [zo—go|2, 
fC8) 一 2(0(s) 一 Bo) -Ls) 
= 2 (Cs) —go) ES)， 
"(8) —2(%(8)— ey; te) 
+2t(s): ts) ， 
xP (= 80) (8) 2. 
显然 flso) 一 0， 了 (80) 一 36zo 一 各 ) 页 
一 0 充分 必要 条 件 是 . - 
(Vo— Lo) :to=0, 图 50 . 
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. 即 是 妹 面 至 少 有 2 点 切 触 的 充分 必要 条 件 是 它 的 中 心 位 于 法 平面 上 ， 如 图 5-9 所 示 ， 其 次 
(so) 二 2mo(Wo 一 0) "flo+2 一 0， 充分 必要 条 件 是 (3 一 ao) "94o 一 1， 于 是 球面 至 少 有 8 
点 切 触 的 充分 必要 条 件 是 它 的 中 心 在 法 平面 上 , 且 向 量 zo 一 wo 在 fto。 上 的 投影 等 于 1/xo. 注 
意 在 逗留 点 , 即 在 ww 一 0 的 点 , 至 少 有 3 点 切 触 的 球面 不 存在 。 最 后 , 这 样 的 球 画 ( 至 少 有 3 
点 切 触 的 球 画 ) 和 在 ze 的 密切 平 茵 的 交 线 将 是 在 we 至 少 有 3 点 切 触 的 加 六 ,由 于 6 尖 0, 这 
个 密切 平面 是 在 we 至 少 有 3 点 切 触 的 唯一 平面, 注意， 这 个 回 是 唯一 的 , 因为 虽然 在 we 有 
无 限 多 个 至 少 有 8 点 切 触 的 球面 ， 而 向 量 go 一 wo 都 在 法 平面 上 且 企 fo 上 的 投影 是 常数 
去 : 

上 例 中 赋 确 定 的 和 曲线 0 在 “至 少 有 3 点 雪 舱 的 圆 , 称 为 O 在 妈 的 密切 轩 ， 密 切 加 位 

于 密切 平面 , 它 前 中心 在 主 法 线 上 , 位 于 C 在 w 的 曲率 向 量 的 一 侧 , 它 的 半径 等 于 6 在 必 的 

巾 率 半径 p 一 1/|x|、 密 切 交 的 中 心 称 为 曲 笠 中 心 , 它 的 位 置 晤 


or 


8， 密 切 曲 线 和 曲面 


与 曲线 交 于 一 点 的 所 有 平面 中 , 密切 平面 是 具有 最 高 切 鬼 的 平面 ,一般 地 , 给 出 一 个 瞩 
面 族 s。 族 中 每 个 直面 都 和 曲线 口 在 点 % 相交 , 设 so€s,, 如 果 口 和 so 在 w 的 切 触 阶 高 于 或 
等 于 0 和 曲面 $ 中 其 它 任 一 出 面 的 切 触 阶 , 则 和 称 为 族 & 对 于 @ 的 密切 山本 、 类 似 地 ,给 
出 一 个 曲线 族 工 ,, 族 中 每 条 曲线 都 和 曲线 O 在 点 w 相交 , 设 ToET, 如 果 口 和 To 在 % 的 
切 触 阶 高 于 或 等 于 C 利 曲 线 了 中 其 它 任 一 档 线 的 切 触 阶 ， 则 To 称 为 族 工 ;对 于 局 的 害 功 
曲线 。 

为 了 详细 地 研究 密切 曲面 ,我 们 假设 0 是 由 一 21(t)es 十 ss( 们 es 二 ma($)es 给 定 的 足够 
高 类 的 曲线 , 旦 9 是 带 有 %m 一 1 个 参数 的 曲面 族 ， 用 方程 Cws, 9s, wa au aa …, 21) 一 0 
表示 ;C 和 相交 于 对 应 1 一 加 的 点 ， 研 究 丽 数 

fb, ty 0, Gnd) = Po2(), al), gal), 4 oo 0 和 0D， 显然 to mu “5 
-1) =0 这 是 因为 我 们 假设 曲 而 族 和 0 交 子 (如 ), 我 们 研究 方程 


fo 9 M1) =0, 


fe 0 
Be fio ey om- 
这 是 售 n 一 1 个 未 知 数 而 , …， az 的 一 1 个 方程 的 方程 组 , 解 一 般 是 存在 的 , 设 为 中 一 ax 
人 一 aa -io 显然 曲面 也， tp， oa 04， 04，…， -一 0 和 朝 线 口 在 2 至 少 有 
点 切 触 ， 但 是 族 中 的 密切 曲面, 它 和 0 在 w 的 切 触 阶 高 于 或 等 于 族 中 其 它 曲 而 的 切 角 阶 。 
类 似 的 论述 对 草 线 也 适用 ， 于 是 一 般 地 说 , w 一 个 参数 的 曲面 出线) 族 的 密切 厂 面 (曲线 ) 
和 沿线 O 交 寺 点 z, 在 点 地, 密切 曲 询 ( 曲 线 ) 和 C 至 少 有 点 切 能 . 

例 5.9 过 章 线 w 一 w(s) 上 对 应 于 wo 一 wso) 的 点 的 所 有 平面 族 ， 是 2 个 参数 的 曲 而 


854 基本 内 容 [7 上 


诸 (zw 一 wo)* 和 N=0 (NN 的 三 个 分 量 的 关系 为 和 入 | 一 二 , ,如 果 mw 大 0 在 wo 的 密切 平 刀 是 这 
个 族 中 叭 一 的 密切 平面 , 如 例 5.7 所 指出 的 ， 这 个 帘 切 平面 和 赎 线 在 wo 至 少 有 .3 点 切 触 ， 
而 任 一 其 它 平面 , 和 曲线 在 wo 都 少 于 3 点 切 触 ， . 

例 5.10 过 曲线 器 一 4(S) 上 的 点 .we 的 所 有 球面 族 , 是 三 个 参数 (中 心 yo 的 分 量 ) 的 款 
面 族 
lw —gol? = | Yo 一 go 
如 果 我 们 设 x 和 z 异 于 零 , 这 个 球面 族 的 密切 球面 是 唯一 的 ， 且 和 曲线 在 2o 至 少 有 生 点 

切 鸳 , 密切 球面 的 中 心 和 半径 兢 定 如 下 , 研究 函数 
f= 180) —y)—| wo—yol ?= (88) —g0)* (we) — 0) — {eo- 0 
f(s) 一 2(2(s) 一 加 ) .区 (3) 一 2(m(s) —g0) (8), 
四 全 一 2 人 9) 一) 二 时 (ss 一 2x(S) (ws) —Y0) nls) +2, 
f= 2208) C08) —W0) "nCs) 十 2x(s)Es) as) 十 2x(s) Cvs) — Yo) °Cs) 
= 20) (vs) —g0) "ns) + ls) (ws)— Yo) (—xts) Es) + mCs) dCs)) 
2%) (ps) 一 8o) nls) — 2 (8) (os) —g0) tls) 
十 2x(s)w(s) ws) — yo0) BCs), 
显然 ，f (80) 一 0, f(s0) 了 的 充分 必要 条 件 
是 《go 一 co)》' 和 一 0 且 Pa) 一 0 的 充分 必 
要 条 件 是 (yo 一 wo) "fto 一 1/xo， 最 后 用 上 面 
两 个 条 件 我 们 又 有 "(so) =0 的 充分 必要 条 
件 是 
一 2Xo/xo 一 2xoro( 芭 0 一 wo) "bo— 0, 
即 (go 一 oo) bo— 一 和 /xiro. 
于 是 ,如 图 打 10 所 示 , 如 果 wo 去 0, vo¥0, 存 : 
在 唯一 的 和 曲线 至 少 有 4 点 切 触 的 密切 球 
面 , 球 心 如 使 得 向 量 加 一 we 对 于 to, 160, Bo 
的 分 量 分 别 为 0, 1/xwo， 一 /x$vo. 很 明显 ,这 球面 的 半径 是 


lv ~ ol -V+( 芒 》 +( 菇 ). 


上 例 中 所 确定 的 球面 称 为 C 在 双 揭 密切 球面 。 密 切 球面 的 球 心 称 为 曲 半 球 心 ， 它 的 位 
置 是 


yet 二 1 一 -2 而 上 

有 时 引进 挠 率 半 径 一 Jyr 是 方便 的 ,根据 oa 和 曲率 半径 p 一 1/|x|， 当 x>0 时 上 式 变 

为 
y=T+pN+ pob. 

最 后 , 设 (wi, mo xs， aa …， -一 0 是 含有 nn 一 1 个 参数 的 曲面 族 , 族 中 每 一 个 
他 面 交 曲线 (从 一 oa( 雪 el 十 (起 ea 二 esi)es 于 对 应 # 一 如 的 点 注意 ， 可 以 使 % 一 工 个 参 
数 的 曲面 族 满足 w 一 1 个 条 件 , 所 以 一 般 地 可 以 找到 上 曲面 族 的 曲面 它 与 曲线 另外 还 有 % 一 L 
个 交点 ， 比如 说 由 画 还 对 应 交 于 如 的 一 个 领域 中 的 和 ta。 现在 研究 当 吉 ,…， _} 


] 


趋 了 
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F 和 时 的 极 恨 , 如果 极 限 曲 桓 卫 存 在 , 且 它 的 方程 为 (ws, oo og) 荆 0， 风 必 与 前 蜀 中 入 


切 独 产 念 类 似 的 论证 得 到 函 铸 . 


满足 国 fio) = Cho) = fo Dh) =—0, 


f(t) = Fm), sa), alt)) 


即 是 ,极限 曲面 SS 和 曲线 在 如 点 至 少 有 m 点 切 触 , 类 似 的 论证 对 m 一 工 个 参数 的 出 线 族 也 万 
立 , 于 是 如 果 m 一 1 个 参数 的 沿 闸 (曲线 ) 族 的 密切 曲面 (曲线 ) 是 唯一 的 , 且 程 曲线 如 宇 开 点 


有 " 


点 项 触 则 它 是 通过 曲线 0O 上 % 一 T 个 领 近 点 的 昌 而 (网 损 ) 族 当 这 ”工人 点 趋 于 多 时 


的 极限 曲面 (阳线 ). 


例 5. 了 1 入 二 0 在 的 密切 加 是 通过 名 各 口上 商 个 加 点 的 当 这 两 个 点 趋 于 


z 时 的 及 限 圆 , 类 似 地 , 密切 球面 是 通过 公 和 C 上 三 个 邻近 点 的 球面 , 当 这 三 个 点 趋 二 人 2 时 
的 极限 球面 ， 


§5.2 “问题 及 其 解答 


1， 自 然 方程 , 基本 定理 

5.1 求 靶 链 线 一 so(o0sh(i/a))erttes, w 一 常数 的 自然 方程、 

解 ， 因 为 它 是 平面 邮 线 , z=0, 补 下 求 作为 。 的 函数 的 x, 我们 计算 
w=sinh(tiig)e tes, |%’| = [sinha(t/o) 十 了 13 一 eosh fira)， 


一 (ye) Ceosh(t oa))eu 
和 X 和 一 一 (ye) (Cosh(#/04)) es. 
从 定理 4.2 
一 一 《2 xz 小 “Cg XY) (1/a) oosn2(t/a) ~ 工 
(WT ) (sinhi(#/8@) +1)3 diooshitt/g)’ :1 


:= [las 一 | ooen (g/d asinh (t/a). 


内 此 $+ a sinh’ (#/0) ta aro0gh? Cs/@). 
靖江 {得 x 一 @/(9 十 8), 这 就 是 所 要 的 结果 . 


5.2 求 赔 外 旋 轮 线 
一 | (ro+raeosg- 六 coa( 和 全 Dy ex 十 [eraat-aaa(ateje， 


的 自然 方程 . 


解 ， 计算 
Aw 


- i Yo 士 他 1; 
wrotr)singt (rot ry) sin( 和 工 0) [2 


， 十 [Geo+ma)eos 一 (rat ra) oo (Tt 9 ) es. 
[roombt utr mm wo) 


+ [一 ee+rasine+ et sin( 二 们 oes 


二 6.2 同 题 及 英 骨 和 襟 ，『 加 
trot 1 ~(sin Osin( ‘ote 0 )+eisbooe( EA 9 )) Jes 
条 


~ Tt)’ et Dl 


—opstro/r1) les. 1 
， 
一 (xp). we) ~ rort po Br) [1 ~ ool m0, 


2 aa —(sin Osin (Et 9 ) +oont eos( to 人 
~ 
= 2(r0+ 1) [1 — oo8(ro/r1)0). 


CC (rot driy: 
《人 Br tr) 计 二 cog(9oy 六 7 全 
(Ca 二 2093) 


GY rt) ni ro re 


人 | -4 tr 
和 二 党 %- oogtra/2r02g， 


入 一 ct Cos? (rw ae 1)0. ' 


在 六 积 s 的 方程 电 ， 消 9 得 


Esl 1 
琴 i 
下 i 
姑 i 全 ', 
. dri(s Ts) ~ no) 
其 中 4 < pa B= I 


这 就 是 所 要 的 结果 ， “. 

注意 4> 户 而 对 于 关内 旋 轮 二 吾 >4( 参 见 问 题 3.28)。 

5.8 确定 自然 方程 是 x 一 《1/2as) 1 一 0 4 光 0, 5s>0 的 曲线 。 

解 ， 令 才 一 x 一 《1/2as) 吉 ， 积 分 得 加 一 人 即 s 一 4g2/2， 所 以 “一 1/e 内 从 方 种 
(5.6) 得 到 上 昌 线 ’ 

ootCe0st) ert Cringedeg = ated tsin det afsin 中 一 We 

。 6,4 证 明 自 然 广 各 是 w= 实 /(e+ 纺 ， TY 人 /7 十 纺 的 曲线 是 在 往 面 二 的 一 般 絮 

线 , 这 柱 面 的 截 次 是 晤 链 线 . - : 

证 ， 因 为 x/+ 一 1 一 常数 ， 从 问题 4,21 知 他 线 是 一 委 晤 遇 , ! 一 

现在 设 一 %(8) 是 妮 线 的 自然 表示 ， 螺 线 的 轴 的 单位 向 量 是 4 9 一 一 (tt0， 从 问题 
和 .站 知 w/z 一 tan ,于 是 “= 于 问题 变 成 求 螺 线 在 过 原点 且 垂 直 于 由 的 平面 上 的 投 玉 和 
ws) ~ (we) 各) 的 自然 方程, 基因 5 11 所 示 , 计 算 ， 


2 ut Ceo) —t— /VT, 


和 |-L(- av 本 人 -VE ov 
Wt . si | 
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(xz 


图 S11 ' 图 5-12 
耿 问 题 4.6 知 zx 一 xz/sinsie 一 2/ 瑟 1/(33 十 分， 
办 此 r=/ 台 /Cs*+9) 是 授 影 的 自然 方程 从 问题 5.1 知 投影 曲线 是 县 链 线 ， 
5.5 证 明 位 于 半径 为 @ 的 球面 上 拨 率 3 求 不 为 零 的 曲线 ,满足 以 下 方程 
1 a pa a 
人) ( 襄 ) = 
证 : 设 w 一 wx(s) 位 于 中 心 在 和 po 半径 为 5 的 球面 上 ， 则 对 所 有 s (加 (中 一 oz 一 
Yo) 一 吧 ， 
微分 得 2Ce—go) 0, Wy (yo) t=0. 
再 微分 《we 一 名) totm0， NN xm 一 8o) :2 二 TI 一 0, 
得 到 0 且 (ww 一 go) "名 一 一 1/%, 最 后 再 微分 得 
BA (wy vy) ttb) =%/. 
应 用 (一 go) -2 一 0, 有 (we 一 0) : 吾 一 记 /xar, 其 中 z 尖 0 于 是 w 一 如 对 到 ,如 的 分 量 是 0， 
—1/x, g/m 因此 wy 一 二 n+ 
但 在 球面 上 


(ww yy 一 


.6 证 明 , 如 果 平 面 曲线 wa 的 向 径 必 和 台风 t=t(s) 成 定 角 ， 则 % 一 w(s》 
是 对 数 螺 线 . 


证 ， 我 们 有 ww 性 一 《co8 o) 1%|, 因 为 nLt, | 人 如 | 一 |sine| zi， 我 们 可 以 选取 和 毕 的 方 
向 使 得 多 "一 (一 sin@) |w|， 铀 分 第 一 个 式 子 得 ， 


Ete (eon) 即 1 寺 x:w: 抽 一 C082 


再 微分 有 %T? 抽 十 x 人 E: 各 十 x ' 往 二 0， 
因为 T=0, 衣 = 一 三 ,于 是 XLV: 一 ?5'E=0, 且 
Jw|C—xaina—xw ooso) 0, 如 到 二 一 (coto)x2。 
这 人 全 人 万 大 丰 攻 分 高 变量 解 册 
wi 二 这 是 对 数 螺 线 的 自然 方程 ( 见 例 5.2 和 问题 5.28)。 
另 一 方法 是 引进 中 = 人 (tf*e@1), 极 角 8 一 人 (x, @1) 一 出 一 六 且 了 一 [el, 如 图 5-12 所 东 。 
则 和 只 ==(o0so)n 且 "和 = (一 sme)7, 微分 后 面 的 式 子 得 到 


$5.2 问题 及 其 解答 [人 


-sme 双 - 呈 (四 问 路 -te 站 GD 癌 人 Ga 


a0 dp tm 
其 中 我 们 应 用 
如 -x 和 吕 -1 
则 i 
其 中 我 们 应 用 A 
积分 : 各 ?ott . 


得 "二 exto 是 对 数 螺 线 . 、 
5.9 设 晤 线 O 由 2 一 6 g() x9) 下 a 一 常数 汉 0 确定 ， 其 中 gb) 是 满足 19()| 
一 且 [gg'0" 姑 0 的 向 量 酌 数 , 证 明 0 和 x 一 1/4. | 
证 : w=~at9 XxX). ~ 
A xg)= a(gx go 一 
weg ) tog xg"). 
因为 19| 一 1, gL9, 上 应 用 定理 11. 8 导出 的 伺 等 式 EP1], Wf =0(0 9) xm- 
(9) (9 一 急于 | ， 有 从 恒等式 [了 9] 得 
mw xo ugxgI X(9XB =a{g9 "9 — ggg1g"j = og9'9")g9. 
但 从 定 源 和 2 知 # 一 上 尖 管 1， 记 愉 xz 一] 多 和 <0 且 
[we gL XP) = 9g9G" 9 wp) cacy ye) = [gg 9"]. 
从 定理 4.65 


4 


(ov non) _ sgg9") 六 数字 0. 


TX) Wo agog) 
上 .8 证 明 上 是 的 道 命题 如 果 * 一 常数 一 1/w, 曲线 可 以 圾 示 为 


wa 90) XW, 
其 中 1g)|~1, 且 [yg'g"l #0. - 
证 ， 从 Frenet 方程 
i tnxb— bxno bX/ -abxb. 


于 是 -tax Bd, 


从 让 一 一 zn 一 一 (1/g)n 和 一 一 (1/0) 训 = 一 (1/a》( 一 业 +?6)， 检 出 B， 名 名 是 线性 无 关 
的 , 即 [806] 0. 

5.9 ”证明 卓 线 上 充分 小 的 弧 的 长 庭 。 和 对 应 弦 的 长 度 |PQ| 之 差 是 台阶 

证 ， 应 用 曲线 的 规范 表示 


ms 一 二 pas onl) 


m= 雪 m9 二 省 Koss + Ga(s), 


0a 第 五 党 曲 线 论 


wa dest 08Cs3), 


下 方 每 个 分 呈 
得 一 3 -二 ws + 0C8*), 
品 圭 wst+oCs9, 台 一 os. 
现在 1P@I- 加 + 只 +o9zn[ 二 +o] 


于 是 |P@I -as 一 菇 e+ (C5), 差 是 加 脐 的 . 


一 [( 一 去 se+oG9) ] =s - 击 os ogs), 


”5.10 各 果 西 线 O 的 主 法 线 是 曲线 0* 的 副 法 线 ,证 明 沿 0, a( 澡 二) 一 a 一 常数 


证 ; 设 O 用 % 一 x“(s) 编 出 , 设 w2* 表示 0O* 上 的 点 ， 
其 中 Cr 的 副 法 线 是 ws) 的 主 法 个 ， 如 图 5-18 所 东 . 
则 ow* 一 w(s) 平 行 于 C3), 所 B Ww*=w(s) 十 a(s)n(s)， 
研究 切 向 量 : 
: 和 ton) (6 mt) 
e (t+an—oxt +orb)y 
= (lant+antorb, 


Gops | px dm 
凡 为 ， 人 6, Es 了 
于 是 0 
因此 a 一 常数 ， trarb. . 
现在 t- 史 -人 冤 -[dt-aottarg 丰 ， 
ee ~ 吕 fd at+or 避 (个 ) + 一 aottao- 作 
ttt 人) + [qdtrord] 
一 [一 ait [xd 一 oo eat) 
: sp] ds 
+[(1-ox)t+atd] 训 
但 因 贷 ; er，- 呈 |B 于是 
中 0 
办 为 -各 x0 (否则 sm 常数 ), 
有 (Lean)x—om=0 即 aa 十 ray 一 允 


6.2“ 问题 及 其 解答 T0319 


5. 入 两 条 昔 线 口 和 :D0* 如果 它 们 有 公共 的 主 法 线 ， 人 和 OO* 为 Dertrand 二 唉 ， 
如 图 514 所 示 . 

(a) 证 明 两 条 Bertrand 曲线 对 应 点 之 间 的 中 
离 是 常数 ; 

(b) 证 明 两 条 Berirand 六 线 对 应 切线 之 间 的 
交角 是 定 角 . 

证 : Ga) 设 0 用 一 w(s) 给 出 , w' 家 未" 上 
区 点 , 它 的 主 法 线 也 是 w(s) 的 主 法 线 ， 则 2 一 人 (s) 
平行 于 RG)，、 记 以 "一 (8) 十 a) 14 (9) . 图 S14 


只 intatt tanita At +rB) Lon) EY marb, 


但 玖 -是 0" 的 切 向 量 , 因此 垂直 于 入 和 及 于 是 


0 
所 以 对 应 点 之 间 药 蛙 离 是 “， ; . 
1 _egiaaeie- 和 四 
《bj 设 志 和 加 分别 是 ww) 和 w==w 十 qt 的 单位 切 疝 量 ， 研究 


"有一 ”ps 
总 人 站 人 -( 续 - tn 


-和 Ce 二 ze 2) 
.因为 红 一 土 2 二 2 可 ,于 是 | 
Gp 
押 人 D-0, 
所 以 _ 尼 一 常数 
志 . 玉 ”如 采油 0, 7 下 外 朋 O 是 Bertrand 蝎 线 ( 即 是 存在 曲线 0 司 得 可 和 @p 此 
Bertrand 曲线 ) 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 y 和 w, 使 得 *+ yr 
证 ， 设 G 是 用 ww 一 w(8) 给 出 , 沿 0、 0B ut yr I 
用 ow(s) 二 9z(8) 来 定义 O"， 
乌 题 变 成 证 明 口 和 是 Bertrand 则 线 ,我们 计算 
et tre)tto 记 


=oryt torb=ar(yt tb). : ~ . 


[asl y+ 


| a" | ~ 圭 G72 


1 


st -wayi+b)— EP 


A ot ia | + (yx—7) i | > 国 
ds 委 / 答 |-+ Ty neo 人 


[04] 第 五 章 由 线 论 


得 到 和 % 一 土 坏 这 就 证 明了 曲线 是 Berzrand 曲线 ， 反 之 ， 设 0O 用 -m=w《s) 给 出 ， 是 

Bertrand 曲线 , 且 沿 0, t 下 0, 根据 前 题 ,C" 可 以 表示 为 ; 
p(s) 十 on (8), 0 一 常数 0 

计算 es " 


(1) tt ob] 
由 前 题 t- 太 “常数 = cos 8, 则 : 和 

志和 一 《一 az) 要 -oosp. 
因为 加 是 在 和 避 所 确定 的 平面 上 的 单位 向 量 ， 和 且 #.#*=cosB, 有 Bb: “t= sing, 于 是 


bt*=ar -= +tsin 有. 


因为 #0, z#0, 且 -全 -+*0， 则 sin B 大 0， 最 后 灌 去 已 i ,有 土 (1 一 ax)sin 8 一 wr oo0s 8, 即 
x 土 TC01B=1/6, 妈 x+77=1/a, 其 中 = 一 士 oot 且 . 

5.18 如 果 沿 O, +*0, 证 明 存 在 一 条 以 上 的 曲线 O"， 使 得 C 和 0 是 Bertrand 曲线 
的 充分 必要 条 件 是 O 为 圆柱 螺 线 

证 ， 设 C 是 圆柱 螺 线 ,网 沿 9 5 一 常数 0 卫 x 一 常数 头 0, 和 于 是 对 任 一 az0 能 够 找到 
一 个 7 一 常数 二 0, 使 得 x 十 Yr 一 1/a, 从 前 题 推 出 C 有 无 限 多 条 Bertrand 个 线 . 

反之 , 设 0.C 和 0O” 是 Bertrand 曲线 , 且 沿 C、r 关 0， 则 前 题 证 明了 存在 常数 7 7 ， 
的 《ge*, 否则 0*=0") 使 得 - : 

xtyr=l/e 和 xt+yr=I/o, 

于 是 7z7 且 (Us 一 te 一 2 一 常数 
和 解 上 面 的 方程 得 到 


xm (ya 一 ?ay 一 7) 一 常数 ， 
因为 x 一 常数 和 7 一 常数 是 0 的 自然 方程 , 故 曲 线 0 是 圆柱 蝶 线 。 


2. 渐 何 线 和 渐 届 线 


5.14 求 园 z 一 ctcoab)el+aksing)es a>0 的 渐 伸 线 方程 ,这 条 新 伸 线 可 以 用 一 根 始 
点 在 80 的 绳子 展开 生成 , 如 图 515 所 示 ， 

解 : 如果 s 是 圆 的 自然 参数 , 使 得 当 68 一 0 对 , s 一 
0, 则 渐 伸 线 方程 是 z* 一 m 一 直 显然 , 弧 长 s 一 cb， 


er /dr 
I/ ag 
于 是 ， 
名 "一 (af(cosbg)ei 十 msin es) —ad(( —sind)e 
+ (cogs)es) 
4 _ 一 (cosg+gsinb)erTa(eing 一 9cosg)eay 
图 515 就 是 所 要 的 结果 


5.15 证 明 w 一 作 (s) 的 渐 伸 线 w* 一 ww 十 (o 一 sa 六 的 曲率 满 尼 


5.3 “条 是 及 其 解 等 [MBI 


5 二 十 训 i 
Cos" 和 


证 ; to (os)en, 
lle 
一 /| 办 | =sign[te—s)x]n. 
和 芋 -sign [Ke 一 9 亲自 一 sign [Ce—s}x](—xt+78). 、 


dt _ df fide 一直 十 三 
ds ds/ lads] (esx " 


二 是 和 | 人 | ~ 《Ge 一 5)2x2 
省 .6 证 明 一 2《s) 的 渐 伸 线 2* 一 ww 十 (co 一 s)# 的 单位 副 法 疝 量 是 


Pa birt 
6 | Co—s)x]x" 


证 ， 由 前 题 
-gign[(c—s)x] nn, ， 
县 些 - Te 一 2 
怪 此 和 一 下 
且 人 | 生生 党 一 Te 


.17 证 明 平 面 曲线 的 两 条 浙 促 线 是 Berirand 曲线 ( 匈 问题 5,11。 

证 ， 邵 图 六 16 脏 示 ， 如 图 O7 和 03 是 平面 易 线 0O 沿 0 的 切 绕 荆 在 对 应 点 的 渐 促 线 ， 
C3 和 必 的 切线 都 垂直 于 五 因此 它们 在 这 两 点 的 主 法 级 重合 和 实际 上 就 站 这 就 证 明了 
Ot 和 .中 是 Bertrand 明 载 ， 

5.19 证 明 砷 线 D 的 渐 届 线 0 的 主 法 线 是 平行 于 O 的 切线 ， 


证 ， 若 C 县 的 渐 体 线 , 则 由 定义 O* 是 口 的 渐 司 线 , 于 是 问题 等 价 于 :证明 沿线 O* 
的 渐 伸 线 C 的 切线 , 平行 于 C 的 法 线 , 但 这 可 从 问题 5.15 所 导出 的 方程 
如 一 sign[fe 一 yz] 天 一 土 到 推 得 . 


EM 第 五 章 曲线 . 论 E 


5.19 证 明 晶 线 的 切线 曲面 和 时 司 点 (其 中 人 6#0,xoy0) 的 法 面 的 交 钱 是 在 
点 有 尖 点 的 曲线 , 如 图 17 所 示 . 
证 ， 我 们 利 胃 曲 线 0 在 一点 邻近 的 规范 玫 承 的 首 项 


P18, 心 -可 xcs9， oo 一 十 zoros'. 
在 此 情况 下 , 切线 曲面 y= 区 二 研 (一 oo<<b<<00) 在 卫 点 邻近 等 于 


Sth 入 一 二 os + mos, 
所 
“ 如 一 直 xovos? + 可 kxovos’, 
在 卫 的 法 面 是 ysys 平面 , 即 yy 一 0 则 沿 交 线 
纹 一 8 十 下 一 0 或 s= 一 及 于 是 在 三 点 邻 近 ， " 妆 线 是 


= 站 zone 一 豆 1 8, 
be ee 一 各 wovoss, 


或 名 一 让/ 


这 是 个 尖 点 ,如 图 5-17 所 示 . 


3. 切 触 理论 , 密切 曲面 


5.20 证 明 曲 线 2 一 fer 十 #es+Wes 和 挑 物 面 好 十 过 一 om 一 0 宪 原点 (=0) 有 6 点 质 
触 、 人 
证 : 考虑 - 7- 二 (3 一 部 一 的， 
fC6) =61, fC) B06 (的 一 1208 FHF) ~ 36045, f(D = 720t, FH) 1720, 
显然 79(0) =0, 4 一 二 入 8,.4,.5 且 FC0)z0. 因此 助 线 和 扩 物 面 在 二 一 0 有 6 点 切 触 。 
5.21 证 明 密切 平面 和 曲线 在 卫 点 至 少 有 4 点 切 触 的 完 分 必要 条 件 是 在 卫 点 由 线 的 
曲率 或 措 率 二 者 之 一 为 零 ， 
证 ， 曲线 一 w(8) 在 s=s6 的 密切 平面 是 (w 一 0) -Bo 一 0, 我 们 研究 
f(s) = (ws)— wo) bo 
f= bt bo, f(s) -tbo—aun.bo 
he 
显然 了 Cs) 一 0 f(s0) 一 加 5 一 0 f" 80) 一 ftoBo 一 
. JJ (so =%oTl0" bo — netor bot xorobo: Dn. 
充分 必要 条 件 是 wo=0 或 re=0, 这 就 是 所 要 前 结果 .. 
5.2% 证 明 曲线 的 曲率 中 心 轨迹 是 曲线 的 渐 屈 线 的 必 要 误 分 基体 是 四 线 为 平面 册 线 . 
证 : 曲线 一 Y(s) 的 直率 中 心 轨迹 是 曲线 多 =w 十 (1/x)n, 因而 是 w 一 w(s) 的 唯一 的 
平面 渐 届 线 ( 见 例 65.6); 舅 一 方面 , 明 线 一 和 Cs) 的 渐 眉 线 是 形 如 下 面 的 曲线 
Wa (1/n) + C1/n) Feot (| vas+0)]6, 


因为 各 和 避 线 性 无 关 ，y 等 于 某 一 w* 的 充分 必要 条 件 是 对 某 一 个 6 ot rds++0) 一 站 邵 


55.8 补充 ; 题 【0 


J 和 me/2-o~ 和 常数, 因此 w=0, 入 以 守 一 wt) 为 平 测 线 , 


5.28 ”如 果 在 平面 曲线 上 两 个 点 之 间 六 不 改 号 ， 证 明 在 这 卫 点 地 半 六 径 的 关 等 于 骨 线 
的 曲率 中 心 航 迹 上 对 应 点 之 间 的 弧 长 ， : 训 
证 ， 奢 线 中 心 的 辆 让 是 = 十 (1/%)zo 入 从 得， -: 1 


1 


,中 -二 - 庙 m4 Bt 各 ,n+ Le ~ 了 人 


‘ds 3 
其 中 我 们 用 了 = 下 这 是 因为 并 线 是 平 本 现在 设 在 点 ee) 和 和 (ea) (ss<m) 之 间 
YXZP0、 则 对 ss 所 < 本 


加 站 


人 


Pleo) toe), 
这 是 所 要 的 结 其 ， _ 
5.34 王 盟 沿线 的 曲率 球 心 的 雪 迹 的 切线 ,平行 于 曲线 在 对 应 点 的 一 法 线 ， 
证 ， 曲 率 球 心 的 轨迹 是 


Ct es 


/DR 
A 6. 


轨迹 的 切 向 量 是 , 
， 可 -- 训 ar 和 晤 (高 和 5 遍 雪 可 、 . 
,1 er Wd - 洲 C 四 
+ =- 攻 - 攻 (二 
这 就 得 到 所 要 的 结果 ， 


85.3 补 - 充 .: 题 
5. 忠 求 曲线 etla(e085)er+alsint)es++bes) 的 自然 方程 , 
MD b 
er a 
名 .246 求 圆 内 旋 轮 线 的 自然 方程 ， oe fon 
w=[ (nor)oos d+ ri cos TA 0)] et[ Coen i 


i | 
答 ， + =1, t=0, A<B. 


5.27 如 果 O 是 平面 曲线 ,证 明 总 是 在 在 曲线 0", 使得 0+ 和 0 是 Bertrand 曲线 ，， 
5.28 求 自然 方程 是 “= -于 六 0 5 0，a>0 的 昌 线 。 
知 ， 对 数 所 织 ?一 eo”. 


Tree] 第 五 章 曲 线 地 
5.29 求 曲 线 儿 ==tei-+ Pes 二 Pes 的 切线 曲面 的 方程 . 
管 : 一 (tTh)ert (二 2bi)es+ (V+ 3h)es, ~o0<h<o0, 
可 ,30 ”证明 贺 的 所 有 渐 伸 线 相 达 合 . 
上 5.81 ”如果 两 条 曲线 在 对 应 点 有 相同 的 副 尖 线 , 证 明 这 两 条 曲线 是 平面 茧 线 . 2 
5.3% 证 明 类 关 4 的 曲线 一 (8) 满足 微分 方程 。 
wv 一 (各 十 于) 于 +( mn 二 证 + 2 了 科 +a( 斌 三 js- 
{ 握 示 ， 计 算 多 一世 人 一 t =xft。 
共 二 XR 十 X 六 = 一 0 十 wzb 且 当中 二 ,… 作 为 RR 是 的 线性 组 合 代入 ). 
5.88 ”如 果 竹 线 在 球面 上 , 证 明 ” 
7 5 )-E-0. 
5.34 (a) 证 明 回转 圆锥 面 上 的 螺旋 线 ， 在 重 直 于 锥 而 的 轴 的 平面 上 的 投影 是 对 数 风 


线 ， . 

(b) 证 明 回转 贺 锥 面 上 螺旋 线 的 自然 方程 是 

Xl1/08, T=l/5s, 06, 5 一 常数 . 
5. 中 ”证 明 曲 线 必 和 zw(s) 的 渐 慢 线 "一 ww 十 (e 一 s)t 的 挠 率 是 . 
ty 

5:36 证 明 平 看 曲 线 的 浙 届 线 为 一 般 螺 线 . 

5.37 证明 oot[] rde+o] 是 产 忆 线 的 搁 率 和 它 的 则 率 之 比 ， (提示 ， 利 用 在 问题 5.885 
中 上 曲线 避 和 浙 伸 线 Cr 之 间 的 关系 ， 或 者 等 价 地 用 昨 线 0" 和 渐 届 线 OQ 之 间 的 关系 , ) 

5.38 证 明 圆柱 昱 线 向 率 中 心 的 轨迹 是 有 相间 螺 虹 的 共 轴 的 螺 级 ， 且 曲率 中 心 轨 过 的 
划 率 中 心 轨 迹 是 原来 的 螺 线 . 

5.89 证 明 赔 柱 螺 线 的 找 率 和 这 漯 线 在 对 应 点 的 曲率 中 心 的 轨迹 的 迫 率 的 乘积 等 于 


5. 名 在 带 曲 率 和 常 指 率 的 情况 下 , 求 Brenet 方程 的 积分 ， 
5. 伺 ”如果 螺 线 在 球面 上 , 证 明 螺 线 在 垂直 于 它 的 轴 的 平面 上 的 投影 是 图 外 旋 轮 线 弧 . 


(提示 : 证明 投影 的 自然 方程 是 入 十 -3 ~ 也 4> 孔 见 问题 5.2、) 


5.42 证 明 旋转 抛物 面 上 的 螺 线 在 垂直 于 它 的 轴 的 平面 上 的 投影 是 癌 的 渐 伸 线 . 
5.43 证 明 两 条 Bertrand 曲线 的 乒 率 的 冬 积 是 常数 ， 


5.44 如果 出 线 O 用 wa | gC 吧 +5 | gD x gD 定义 ,其 中 1g(D)1 =1 且 
|g (的 | 一 二 证明 C 是 Bertrand 曲线 。 


第 六 S 覃 ， 胸 民 空间 折扣 初步 


§6.1 基本 肉 容 | : 

引 二 加 

在 微分 儿 何 理论 中 ， 曲面 的 概念 比 曲线 的 概念 要 复 尖 得 多 . 例如 , 用 一 个 正则 参数 表示 
就 可 以 完整 地 纵 出 最 一 般 的 曲线 , 而 对 诗 曲 面 , 即使 是 球面 那么 简单 也 至 少 要 用 两 个 不 同 的 
正则 参数 表示 才能 完整 地 描述 ， 一 条 曲线 可 以 包 售 或 不 包含 它 的 端点 或 边界 点 ， 但 是 曲面 
刚 不 然 , 例如 带 有 边界 大 图 的 上 半球 画 不 看 作 是 允许 的 曲面 , 而 不 带 边界 的 上 上 举 球 面 才 是 分 
许 的 .为 了 定义 曲面 ,需要 一 些 拓扑 的 初步 概念 

为 方便 起 更 , 用 字母 豆 表 未 欧 氏 首 线 ， 平 曾 或 三 维 空间 。 于 是 所 谓 “ 欧 氏 誉 间 如 就 是 

了 或 B 四 - 

1. 开 集 

考察 图 6-1， 平 面 上 圆 内 每 一 点 都 有 一 个 包含 在 圆 内 的 球形 邻 域 . 届 有 过 御 性 记 的 集 


合 称 为 开 的 ， 即 欧 氏 空间 召 中 的 集合 8B， 若 对 六 中 每 个 已 存在 卫 的 一 个 完全 包含 在 号 中 
的 球形 邻 域 5(P》, 则 集合 8 称 为 开 的 。 


人 


| 
/ ~ | 
1 \ /A | . 
\ (2 | 
7 I ， 
图 61  . 图 ea 


例 6. 1 (a) 开 区 间 w<n<b 是 B+ 中 的 开 集 . 区 问 wweb 不 是 开 集 ， 因为 每 个 (5) 
会 有 点 >>5, 因而 不 能 被 sa<w<<85 所 包含 . 

Cb) 如 中 的 半 平 面 m4>0 是 开 的 。 但 如 图 6-2 所 示 的 | 由 半 平 面 吕 >0 入 轴 所 构成 
的 集合 不 是 开 的 , 因为 若 卫 是 s 轴 上 在 原点 左边 的 一 点 ， 每 个 SCP) 将 含有 在 原点 左边 但 
不 在 a 者 上 的 点 , 而 这 种 点 不 包含 于 该 集合 中 人 

(e)， 一 点 的 球形 邻 域 本 身 是 开 的 .在 配 中 中 , 它 是 一个 有 限 开 区 加 在 卫 中， 它 是 一 本 
回 的 内 部 称 为 开 坪 ; 在 瑟 中 , 它 是 一 个 球 的 内 部 , 称 为 开 半 . 

(由) 欧 氏 空间 如 本 身 是 开 药 ， 空 集 几 也 是 开 的 ,三 维 人 中 应 有 一 点 使得 (全 有 
不 在 人 # 中 的 点 ,但 是 中 并 没有 这 样 的 点 了 


人 
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注意, 开盘 是 到 中 的 开 集 , 但 把 它 看 作 琴 中 一 个 平面 的 子 集 时 , 它 不 是 开 集 , 因为 如” 

中 一 个 平面 的 点 的 每 个 名 域 包 含有 不 在 这 平面 上 的 点 ， 于 : 攻 开 性 是 集合 的 一 种 相对 的 性 
~ 质 , 它 与 这 全 集合 所 在 的 空间 有 关 。 
一 一 候 AN : 闭 友 四 是 任意 有 限 起 无 限 的 开 集 族 ， 则 并 10s 是 开 的 。 


AS 
1 (人 \ \ 因为 寿 了 是 (J 9s 中 的 一 点 , 则 了 在 茶 个 Qu 中, 由 于 Ow 是 开 
\ \ / 的 , 存在 一 售 于 Qu 中 的 8(P 了 ). 因而 SCP) 就 全 于 Os 中 , 于 
是 对 于 0。 中 任 党 一 点 了 P， 存 在 一 包 售 在 中 9。 中 的 CP)， 
于 所 以 LU 0。 是 开 前 ， 
潜 {O04, bl, i, 是 方 限 开具 族 … 则 交 站 0 也 是 开 的 . 因为 车 卫 是 fo， 中 的 一 


点 , 则 卫 在 每 一 个 和 中, 由 于 O 是 开 的 ,在 符 个 0; 册 有 一 个 6,(P)， 现 令 c 二 min(s), 则 
Be(P) 包含 在 每 个 0 中、 于 是 8;CP) 在 和 人 疡 中 帮 有 2 是 开 的 、 


注意 , 无 限 个 开 集 的 突 未 必 是 开 的 ， 例如 , 如 图 6-8 所 示 ， 瑟 中 半径 为 41/n, n=1， 
2,…, 中 心 在 点 卫 的 无 限 个 同心 开盘 的 交 是 半径 为 中心 在 了 的 开盘 与 它 的 边界 ( 尝 径 为 
1 的 圆 ) 的 并 ， 这 不 是 一 个 开 集 。 

由 以 上 所 述 得 : 

定理 8.4 - 力 中 的 开 集 有 于 述 性 后， 

(a) 吾 是 开 的 ,8 是 开 的 : 二 

人 b) 者 0. 是 开 的 , 则 JO。 是 开 的 ; : 轩 


(0) 著 O66 一 1，…, 4 是 开 的 ,出 全 0 是 开 的 


还 有 , 设 了 和 @ 是 如 中 不 同 的 点 ,显然 到 所 和 所 足够 小 时 ,比如 说 cea= 卫 1PQl ， 


邻 域 8e (下 ) 和 es(@) 有 是 不 相交 的 ， 因 为 这 些 邻 域 是 开 集 ,我 们 有 
定理 6.2 车 卫 和 外 是 奋 中 不 风光 点 ， 到 存在 分 别针 了 和 和 的 开 信 Or 而 Oo 使 得 
OpN Oo~—g. 


2， 闭 集 , 极限 点 一 


如 中 的 集合 8 是 用 的 ,车 不 在 8 中 的 点 的 集合 是 开 的 ， 印 & 是 阔 的 ， 若 它 的 余 集 中 是 
天 的 . 

例 6.2 (a) 瑟 中 的 闭 区 间 “<2<5 是 闭 的 ， 因为 它 的 余 集 是 开 集 op>? 和 “<e 的 
并 ”区间 w<z<3 既 非 开 也 非 贱 ， 

”《b) wws 平面 中 的 有 理 点 集 8, 即 其 中 心 和 9 是 有 理 数 的 点 (p, g) 的 梨 合 , 既 非 开 也 非 
闵 , 因为 一 个 有 理 数 的 每 个 邻 域 含有 无 理 数 , 每 个 BC5，9) 含有 不 在 台中 的 成 , 斯 以 8 不 是 
著 的 .又 因为 ~… 个 无 理 数 的 每 十 邻 域 包 含有 再 数 , 8 的 余 也 不 是 开 芍 , 所 以 8 不 是 闭 的 . 

(0) 至 中 仅 由 一 个 点 构成 的 集合 是 财 的 - 乌 中 由 有 限 个 点 构成 的 祭 合 世 是 阳 的 : 

?7 《d) 本 是 阿 的 , 因为 8 是 开 的 . 是 闭 的 , 因为 至 是 开 的 。 

(e) 下 述 是 闭 集 的 例子 ， 


8 基本 内 容 :EIN 
(i) 瑟 中 的 开盘 和 它 的 边界 的 集合 , 称 为 刷机 . 
(并) 本 中 的 开 球 帮 区 的 边 扯 的 集合 , 称 为 间 球 . 

(i) 琴 申 的 球面 , 因为 它 的 余 集 是 它 的 开 的 内 部 的 、 

(ivY) 本 中 的 球面 是 瑟 中 如 图 6-4 所 未 的 昌 奋 . 本 不 员 二 绩 下 通过 访 国 的 直上 
旋转 而 得 ， 环 中 的 环 面 是 闭 的 - 

点 卫 称 为 召 中 集合 5 的 到 点 或 板 限 点 ， 若 卫 

涤 必 个 去 心 邻 域 CP) 莹 少 妃 含 息 的 一 个 点 ,请 的 

去 心 久 域 CP) 是 由 SGPJ 撒 去 了 点 构成 的 ， 

6.3 (a) 设 人 是 总 中 一 并 盘 ， 如 图 6G ; 

斯 宗 ， 里 然 8 中 鱼 个 点 都 伸 六 的 极限 点 ， 因 为 这 种 国人 

点 的 每 个 去 疼 侣 域 包含 .8 的 虑 .… 加 上 的 点 虽然 不 在 5 中; 人 是 8 的 极 隘 总; 为 疼 上 一 

阅 的 每 个 直 1 名 直 与 有 章 空 的 交 ， 


/ 一 ， 
: 1 | 
\ , J) -: 0 工 工 ,二 

Ns 2 二 二 1 到 ， : 
6 图 gx6，. 


人 设 8 是 4 轴 上 无 限 点 集 1, 1/2, 1/3, … 1/m 如 图 66 所 示 ， 这 户口 是 及 
少 一 个 极限 点 ， 因 为 O 的 全 个 去 必 凶 城 是 少 包含 的 一 个 上 可 以西 骨 0 是 这 个 集合 仅 
有 的 极限 点 ， 

现在 假设 召 中 集合 8 有 这 样 的 性 质 ; S 的 每 个 报 限 点 在 总 让: 届 蕊 是 不 在 中 中 的 任意 
一 点 , 即 设 卫 是 中 一 点 ,显然 , 了 不 是 8 的 极限 点 , 因为 入 包 售 它 的 极限 点 ,于 是 存在 茶 
个 完全 不 含 S 的 点 的 SC(P), 由 此 得 出 人 是 开 的 ， 这 是 因为 对 于 学 中 任意 一 点 也 ,有 SCP) 
在 访 申 ， 由 于 司 是 开 的 , 放 避 是 闭 的 ， 于 是 , 营 一 个 集合 包含 它 的 极限 点 ， 它 吉 是 出 的 . 

我 们 在 问题 6.5 中 将 证 明 它 的 道 命题 也 真 ， 于 是 有 ，， : ， 

定理 6.3 瑟 中 一 集合 是 闭 的 当 上 且 仅 当 它 包 仿 它 的 极 根 点 ; 

“集合 各 的 亲 包 是 由 各 入 的 撤 限 点 构成 的 集合 ; 记 为 总 . on 六 是 人 村 有 的 有 小 
浇 案 , 即 : (a) 司 是 辣 的 :bj 着 呈 是 闭 的 且 SST, 出 首 TE 前 痢 多 向 题 6.7; 后 者 留 给 读者 
首 为 练 可 《6.388)、 和 

例 6. 和 4 (a) 我 们 研究 一 下 例 6,1Ch) 中 由 半 平 而 m4>>0 和 wz 轴 构 成 的 集合 ， 这 个 集合 
既 不 开 也 不 阅 ,za 轴 上 的 点 是 这 个 集合 的 骤 限 点 ， 它 不 层 于 这 个 集 知 , 若 我们 把 这 些 极 限 点 
程 糙 进 去 , 即 若 考 碟 由 半 平 周 sf>0 和 和 sw1 轴 构 成 的 点 集 ， 我 们 得 到 一 个 闭 旬 它 是 所 给 集合 
的 闲 包 ， 

fb》 因为 mas 平面 中 的 每 个 点 的 本 个 类 心 名 起 和 和 作 有 有 有理; Es 全 个 上 有 Eo “中 有 
更 点 集 的 一 个 极限 点 ,于 是 融 中 有 理 点 集 的 罚 包 是 到 3. 

“ 最 后 , 召 中 一 集合 是 有 有 界 的 ; 浴 它 被 包含 在 一 点 的 某 个 分 堵 中 . “于 是 在 中 ; 8 温 有 界 
葛 当 股权 当 它 位 于 一 有 限 开 区 冯 中 ; 在 邢 中 ,8 是 有 自 的 , 当 且 仅 当 官位 于 一 开盘 中 ;在 部 
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中 ,S 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 含 于 一 开 球 中 . 
例 6.5 (a) 画 中 点 集 1, 1/2，1/3 … 是 有 界 的, 它 位 滥用 间 0<<<2 中 。 
《b) mazs 平面 中 有 理 点 集 是 无 界 的 . ， 
(8) 吾 中 有 有限 点 集 显 然 是 有 界 的 
3- 连通 集 … i 
如 图 6 所 示 , 设 号 由 加 “中 两 不 相交 闭 扒 构成 . 因为 天 个 克之 阅 中 次 不 为 夫 ， 存在 现 
-~ 个 开 集 O41 和 05, 它们 的 并 包含 8, 并 且 它们 各 自 与 


/7 xX oN 8 的 交 是 非 空 的, 且 互 不 相交 ， 一 般 地 ,万 申 集合 称 
{ () 外 为 不 连通 的 ,车 存在 开 信 0: 和 0s, 使 得 (a) S00 
\ Y / 

人 9 


入 人 04(01 和 On. 覆盖); (b) 0:NS¥p, 0sN8z9 
~ 《0, 和 0s 每 个 与 上 5 有 有 非 空 交 ) 和 《0) (OrfS) ni (Os 
6-7 ne)=OnoxiS= 人 (0 和 0 各自 与 8 的 交 是 


不 相交 的 ) .若非 空 集 5 不 是 不 连通 的 , 就 称 为 连通 的 ， 

例 6.6 (a) 从 上 面 的 (b) 和 (o) 得 到 一 个 不 连通 集 至 少 有 两 个 点 . 于 是 ， 由 一 个 点 构 
成 的 集合 是 连通 的 . 另外, 召 中 由 两 个 或 多 于 两 个 点 构成 的 有 限 集 是 不 连通 的 。 

(b 在 向 题 6.14 中 ， 我 们 证 明了 卫 中 公有 的 连通 集 是 区 间 (我 们 把 单个 点 GEIEG 
也 算 在 内 ) . 

(0) 亚 中 连通 集 的 硝 子 ; (i) 线段; (ii) 开 球 ; (ii) 环 面 ; (iv) 环 面 和 它 的 内 部 , 称 为 实心 
环 或 闻 环 。 ,i 

马 中 开 且 党 通 的 集合 称 为 区 域 ， -上 

例 6.7 (a) 下 面 是 区 域 的 例子 ; 2 

(i ) 转 中 两 同心 球 之 启 部 分 构成 的 并 集 . 

并》 到 中 的 半 平 面 各 > 

《iii) 环 的 内 部 ; 即 开 环 .， 

'(b》 下 述 集合 不 是 区 域 ， 

(1) 名 中 实心 环 (连通 但 不 开 ). 

站) 瑟 中 两 不 相交 的 开盘 ( 开 但 不 连通 ). ， 

如 中 非 空 集 六 称 为 纶 连通 的 ， 若 访 中 任意 两 点 可 以 用 一 完全 包含 在 8 中 的 连续 式 连 
接 起 来 。 更 精确 地 说 是 弧 连通 的 , 若 任 给 中 中 两 点 ,比如 说 下 1 和 下。 存在 一 定义 在 0 所 
#1 中 的 连续 省 数 下 (从 使 得 (a) 对 于 所 有 与 下 (从 都 在 态 中 和 (b) 下 (0) = 下:， 下 CD) 亚 
开 >. 

例 6.8 (a) 由 单 点 怪 + 构成 的 集 匙 弧 连 通 的 ， 政和 人 一 常 各 量 一 下 1 就 行 了 . 

Cb) 显然 召 本 身 是 弧 思 通 的 , 困 为 线性 函数 芋 ( 扣 一 下 4 十 放下 一 芋 !), 0&t 芝 1， 是 连 
楼 任意 下: 和 时 ， 的 线段 . 

(6) 可 以 证 明 琴 中 一 集合 是 强 连 通 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 区 间 ， 于 是 瑟 中 连通 储 和 弧 
连通 集 是 一 画 事 . ， 

车 召 中 一 集合 时 是 怠 韦 通 的 , 则 它 是 连通 的 ， 办 为 假设 8 弧 连 通 而 不 连通 ,出 存在 开 
和 集 C 和 .02 其 并 包含 及 它们 各 自 与 尽 的 交 不 空 , 且 这 两 个 交集 彼此 并 不 相交 , 如 图 6-8 所 


#6. 基本 内 容 [1 
: 示 . 

设 卫 属于 SnO，Q 必 于 8noOs 并 设 下 = 下 (及 ,0<tS 是 妨 中 从 三 到 人 的 连续 
弧 . 现在 考 不 区 间 0<zt< 了 + 二 的 实 函 数 ， 


其 定义 为 。 、 
1 当 丰 (办 在 Sn 中， 
7 | -4 当下 扩大 8NOs 中 . 

斋 为 于 ( 在 及 中 ,而 8COLUO。 由 此 得 
出 了 对 0<t< 革 中 所 有 + 有 定义 ， 它 是 单 
利 的 ， 因 为 8 THD: 和 尽 nOs 是 不 相交 的 . 
复 在 我 们 希望 证 明 上 全 对 所 有 # 是 连续 
的 , 假定 ;一 加 并 假设 下 多) 在 肛门 Ou 中 ， 
如 图 所 示 , 则 五 (fo 在 04 中 ,因为 0, 是 开 
的 .有 一 (于 (如 )) 也 在 OU 中 ,因为 时 人 ; 
在 加 连续 , 有 一 "S30); 使 适 对 于 局,( 和 ) 中 图 68 
的 二 旦 ( 嫉 在 Si 于 (名)) 中 ,所 以 于 (在 SNnOr 中 ,于 是 对 Seb 和 ) 中 的 有 (二 1 由 此 
得 出 Ai) 在 如 连续 . 若 脏 (to) 在 站 0s 中, 有 类 伏 的 论证 ,于 是 :ff) 对 所 有 的 0<t<1 连 
续 ， 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 根据 初等 微 积分 的 定理 , -在 ;一 0 为 1 而 在 t=1 为 一 1 + 的 连续 本 
数 必 取 一 上 到 工 之 问 的 所 有 值 , 而 了 (2) 并 不 是 这 样 ,向 是 我 们 有 、 2 

定理 6.4 若 恕 中 的 集合 是 弛 连通 的 , 则 它 是 进 通 的 ;. ，， ， 

尽管 上 述 定理 的 地 命题 对 名 成 立 , 但 一 般 地 对 吾 却 不 成立 各 问题 -90 所 证 上 的 到 
样 ,在 瑟 中 存在 不 是 玫 连 通 交 和 通 集 。 但 基 , 若 在 力 中 这 肖 且 开 ; 侧 它 在 百 中 是 红 天 
的 , 邑 我 们 在 问题 6.13 中 证 明 

.定理 6.5 ”区域 是 弧 迷 酒 的 。 

4: 紧 . 致 集 ， . 

召 中 的 集合 驴 的 一 个 开 橙 兰 是 一 个 其 并 包含 8 的 开 集 族 。 子 航 盖 是 开胃 盖 的 一 个 有 
筷 样 性 质 的 子 集 族 ， 有 限 疹 羡 是 由 有 限 个 集合 构成 的 开 构 盖 ， 显 然 , 对 于 吾 中 每 一 个 集合 
存在 一 开 骤 盖 , 就 是 仅 岂 集 符 马 本身 构成 的 族 ， 


如 中 的 集合 名 是 畦 下 的 ， 着 计 于 8 的 条 一 个 开 履 盖 {Oe} 存在 一 个 有 限 子 覆盖 {0。， 
Os, Oo}. 


例 8.9 每 个 有 限 点 集 是 紧 宙 的 . 因为 ， 设 一 {Pi ,了 P,} 是 有 限 集 ， 着 设 {0o} 是 
丸 的 任 一 开 履 盖 ， : 即 0。 是 并 区， BELJO,. 现在 对 中 每 个 Ps 奉 要 盖 中 取出 一 个 包含 


了 P, 的 Qu 显然 , {0007 0。.} 是 呈 的 -个 有 限 子 绝 益 ,因为 ftO。} 是 任意 的 , 帮 5 是 紧 
至 的 . 
例 6.20 设 8 是 图 69 中 所 示 的 召 : 中 的 无 限 集 {I, 1/2, 1/8, …}, 这 集 兴 不 是 紧 致 


的 ， 因 为 对 于 全 存在 一 个 没有 有 有 限 了 的 开 权 状 ， 见 讼 Q { 告 <%<2} 和 和 设 0 表示 
并 区 同 了 <2< 二 ,对 于 n> 显然 0 包含 1/w 于 时 天 限 族 {OJ}, 4 一]，…, 是 8 
的 -个 开 和 覆盖 ,但 是 注 四 每 个 Cu 仅 包 含 8 的 一 点 1/w 于 是 没有 一 个 有 限 子 稳 葡 能 够 包含 一 


担 14。 第 六 齐 欣 氏 空间 要 扑 初步 


整个 8. 
现在 假设 六 是 -- 吧 至 集 . 对 于 各 中 每 个 点 了 任 取 一 分 堪 5(P), 房 有 这 此 车 般 物 成 
4 1 的 一 个 开 材 盖 ， 因 为 办 是 紧 焉 网 ， 存 在 一 区 


Cr 


限 子 覆盖 8(P,)，8(Ps),…, 8S(P,)， 神 于 

和 种 有 限 邻 域 集 的 并 显然 是 有 界 集 ， 因 为 及 包 

- 全 在 着 中, 交 是 有 蜡 的 ， 于 是 紧 吾 集 尝 有 办 
ba 的 i 

紧 致 入 8 记 因 险 设 @ 是 它 的 余 集 人 8 让 的 企 意 一 点, -对 于 及 让 等 个 尸 存 在 SCP) 

和 8"(@), 使 每 SCP) 人 SCB) 9 显然 族 {8(P)} 是 总 的 一 个 闻 琅 益 ,: 过 因为 术 是 紧 到 

的 , 存在 一 有 限 子 效 王 45(PO, BCPa CP), 现 设 OfN8m(Q) 是 日 的 应 的 六 


城 的 交 ,注意 全 包含 多 吕 是 开交 而 - | + 
ON CJSCP) = ON SPD) = NAG) ng) 
但 So(Q) SCPD ,所 以 ON QJ5(PD) 一 0 因为 JS(PD 本 六 由 此 得 内 ON 


名 于 是 OE .但 O 是 开 的 县 包含 ,所 以 存在 SC)ES 8 于 人 对 并 中 中 任意 包 存在 @ 的 
一 个 在 全 遇 的 邻 域 ， 由 由 逢 出. 是 开 的 , 所 以 是 向 的 “ 
于 是 紧 致 集 是 闲 的 和 有 有 界 的 , 其 着 命题 在 五 中 也 真 . aa 定 更 要 
证 明 读 者 可 参考 高 等 微 积分 教科 叫 ， 所 以 我 们 有 人 

定理 6.6 如 中 一 一 入 全 是 下 的 当 且 仅 当 它 是 闭 的 和 有 办 天， 


5. 连 续 映 记 1 a 

设 五 程 了 是 欧 拓 空间 , 如是 妃 的 一 个 子 集 ， ， 设 7 是 加 网 中 国 - 个 映 庙 ， 岂 对 8 中 
每 点 卫 给 定 刀 中 一 点 7CP)， 岗 射 了 在 及 中 的 点 Po 是 连续 转 ，: 源 厂 6-10 所 示 , 若 对 于 了 
中 凌 个 邻 域 S(J(Po)》, 存 在 召 中 一 邻 域 S(Po), 使 得 对 于 访 (Po) niB 吉 所 有 的 如 JP) 都 
在 衣 (JCPo)) 中 ， 或 等 价 地 ， 了 在 Fe 是 连续 的 ， 若 对 每 个 中 Fo))7 存 在 一 SCPo)， 便 得 
TSCPo) NESCFPN, ,映射 了 称 为 在 信 上 和 连续 或 简称 过 挟 ; 藻 它 它 在 有 的 每 个 点 连续 。 


; 


例 6. 租 (8) 常 什 腕 射 fCP)=Qo; 使 瑟 中 集合 如 前 天 点 中 财 诬 沙 用 中 习 贬 虞 Q， 
它 在 咏 上 连续 ， 因 为, 设 Po 是 8 中 任意 一 点 ,并 设 8( fCPo)》 SCQoX 是 (Po) .的 任意 一 
个 邻 域 , 对 8 中 所 有 P, 尖 而 对 任意 5(Po) 中 所 有 了, 有 fCP) ~ 色相 Qn) 中 ， 于 是 了 在 
Pu 是 连续 的 , 因为 Po 是 及 中 任 总 一 点 , 敬 了 在 8 上 连 喉 ，“ 

《b) 如 图 6-1 所 未 , 设 寻 是 到 中 的 球 , 荆 是 球 的 切 曾 , 候 设 对 于 晤 上 每 一 点 P, 了 (P》 


$01 基本 内 容 心 ?到 


Es 


NA 7 


本 图 6-11 ~ 

最 卫 到 工业 的 正 射 影 ;. 滋 夏 射 对 瑟 中 所 有 Po 是 连续 的 . 为 当 久 定 SCPD) 时 ， 癌 取 
3==s, 则 对 局 (Po) 8 中 的 了 了， 草 影 CP) 在 人 VC) 中 ,~、 
，(o) 极 储 标 方程 


名 一 COSO, yin 

密 义 一 个 从 改 江 而 的 半 带 天 :>0， 0<g<m/2 到 ay 平面 的 器 射 户 这 个 映射 在 每 个 点 《ro 
朋 ) 是 连续 的 ， 首先 考虑 mor0, 且 设 S.(f (ro, 8)) 一 S,《wo, gp) 是 frp， 搞 ) 的 全 一 邻 域 ,如 
图 6-12 所 示 , 取 足 够 小 的 ， > 利 49>0， 使 得 带 有 极 坐 标 4 四 ,其 中 0<ro 一 dr<r<ro 
十 4 和 久 一 0<0<9 十 瞪 的 点 (， 角 在 &(zp， 加 ) 中 ， 而 对 中 ro 一 Ar<r<rot Ary 一 
9<0< 抽 十 好 给 定 的 开 撼 形 区 域 中 的 每 个 (r, 及， 有 有 在 A (oow gp) 中 ， 现在 在 如 
中 选取 任意 (ro， 600)» 则 对 .SCro go 中 的 (7, 外， 我 们 有 f(t 从 在 (ae 3 各) 中 ， 因 为 

Balzo, gp) 是 任意 的 ， 歼 半 看 Cro， 好 ) 连 续 ， 对 于 ro 一 0 的 稍 形 ( 记 #(Q， by (0 0)), 取 8 一 
5, 则 对 586C0， 嫩 ) 中 的 kr， 9), 有 0<r<8 或 0<r< < 所 以 flr, = (® 是 在 ,C0 0) 
中， 于 是 了 在 0<mm Opn 上 上 连续 
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号 1 下 ! 
四 
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-4 司 
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J 四 BE ee ” 
六 《(d) 方程 项 + 


[ee 当 ayx0，， 

1 ，， 当 ww<0，- 四 
定义 一 个 从 如 平面 本 ,的 英 射 ， 如 加 人-13 所 未 、 象 点 的 集合 是 由 半 平 面 fu< 中 和 半 擅 
物 曾 (w 过 内 构成 的 幅面 ， 联 射 对 w>>0， #0 以 用 人 力 和 (一 1) 两 点 (这 是 平 画 和 抛物 
莉 的 交点 ) 是 连续 的 ， 性 对 + 折 的 其 名 不 入， a 


例 和 过 中 点 (0 ,二 》): 这 57(0， 下 -人 去 了 送出 过 于 5 的 点 ,到 。 如 此 六 


! - sw, y= 入 人 | 


TI16] 第 六 剖 、 欧 氏 空 得 拓扑 初步 
小 以 至 尽 (7 (0， 吉 )) 不 与 于 个 平 而 相交 ,只 要 se 生 训 行 了 . 若 了 在 (0， 去) 连续 ,将 有 B8 
昌 2 3 四 4 由 了 2 了 

(0， 雪 ) 使 得 对 (0， 雪 中 每 个 Co 由 
fw 办 在 局 (7 (o 去) 中。 但 是 在 每 
个 局 (0 亲 ) 有 ac<0 前 (% 吕 , 对 于 这 些 
(mw 力 7w 由 在 那个 平面 上 ， 所 以 不 在 
(了 (0, 二 )) 中 ,于 是 7 在 (o 二) 不 过 
继 . 

设 西 和 万 是 欧 氏 空间 ， 设 态 是 恕 中 
的 连通 斥 ， 且 了 是 驴 到 五 中 的 连续 贾 射 。 
i 我 们 将 证 明和 象 集 了 (S) 在 也 中 是 连通 集 , 

画 6 起 因为 若 不 然 ， 册 存 在 开 祭 0, 和 0u， 使 得 

fC8) E01U OF) NO OB) NO =G 和 f(S) NOLNO mY. 

只 刀 记 7(8) 0O。 4s 记 J(8)NOw 且 设 了 是 及 中 使 得 PP) 在 和 的 点 ，@ 是 中 
使 得 f(Q) 在 如 中 的 点 ， 这 种 点 是 存在 的 , 逢 为 4 和 4 是非 赤 的， 由 于 4 在 Ou 中 ,而 


和 是 开 的 , 存在 合 于 04 中 的 总 (jKP)), 因 为 是 连续 的 ， 在 加 中 存在 SCP) 使 得 了 (SCP) 
ni8) 在 SCf(P)) 中 , 因 衣 在 0, 中 ， 现 在 令 全 一 LS(P), 其 中 了 是 中 所 有 使 得 了 CP) 


在 刀 中 的 点 .类似 地 , 令 下 USC@)， 这 里 CQ) 属于 4s， 寺 是 对 所 有 QS(Q) N15) 
在 0 中 ， 显 然 厂 ,和 入 ,在 中 是 开 的 ， 因 为 它们 是 开 集 ( 邻 域 ) 的 并 、 还 有 SC WU Ws 
入 Ws 天 全 站 Wag, 最后, NTs 和 图。 是 不 相交 的 ， 因 为 假若 P' 属于 Sn Ws 
ms 由 于 有 同时 属于 玉 ; 和 下 到 : 中 有 点 卫 和 玉 中 有 点 @, 使 得 P" 同时 展 于 SCP) 
和 8(Q)， 寺 是 CP 同时 属于 0; 和 0s, 但 P' 还 属于 8, 于 是 JCP") 属于 (86), 这 是 不 可 
能 的 ,因为 04NOsnf(8) = 多 故 有 

定理 6.7 连通 集 在 连续 映射 下 的 象 是 连通 的 

在 问题 6.24 我 们 还 证 时。 ， “ 

定理 6.8 紧 致 集 在 连续 觅 射 上 的 象 是 紧 臻 的. 

在 微 积分 中 ,定义 在 闭 区 同 了 -上 的 连续 实 画 数 (人 ) 有 最 大 仁和 最 小 值 、 即 在 中 存在 
和 和 a, 使 得 了 号 f6) 和 JG)>>7Gia) 对 工 中 所 有 上 + 成立， 这 对 定义 在 一 般 的 紧 致 集 上 
的 连续 实 函 数 也 同样 成 立 ， 因为 者 了 是 定义 在 紧 致 集 O 上 的 韦 续 实 函数 ， 或 等 价 地 ， 是 
O 到 卫 中 的 连续 映射 ,由 定理 6.8， 瑟 申 的 象 1(0) 也 是 紧 玛 的 ， 由 于 了 (0) 紧 致 , 故 它 是 
闭 的 和 有 界 的 。 由 于 它 有 界 , 它 有 上 确 界 阳 和 下 确 界 m， 剩 下 只 要 证 明 玫 各 属于 

f(0) 就 行 了 。 这 时 0 中 就 有 了 :和 也 使得 f(P)<=f(P) 和 fC(P) 之 m=f(P2), 对 于 

已 中 所 有 王 成 立 , 平 是 地 在 C 中 到 它 的 最 大 和 最 小 秆 ， 而 若 MF 中， 则 ME [FO)]?， 
因为 了 (O) 是 团 的 , [7(0)19 起 天 的 ,这 时 在 【7(O)]" 中 存在 一 开 区 阿 杂 一 e< 1 二 村 + 
特别 是 在 于 一 8e<< 开 < 下 -+ 中 存在 了 使 得 对 于 O 中 所 有 卫 , 让 (P) 廊 了 :< 隐 ， 但 这 是 淋 
可能 的 , 因为 了 是 (0) 的 最 本 上 界 、 类 似 地 可 证 明 mEf(O), 于是 得 


(0, 一) ‘0, 1) 四 = 


$61 闫 本 内 容 Ca 
定理 6.9 紧 致 集 上 的 连续 仿 函 数 有 最 大 值 和 最 小 信 . 


名 Pi f 已 5 G 


图 6-14 


最 后 , 假设 加 , 也 和 是 欧 氏 空间 , 是 互 的 一 个 子 集 , 了 是 忆 的 一 个 子 集 , f 是 8 到 
五 中 使 得 (5) 三 Z 的 映射 , 且 9i 是 了 到 人 中 的 一 个 卫 射 ,出 对 避 中 所 有 P, 有 一 入 到 台中 
的 复合 映射 9of, 定义 为 (gof)CP) ~g(f(P)), 如 图 6-14 所 示 . 

我 们 在 问题 6,28 中 证 明 若 了 和 9 是 连续 的 , 则 gof 起 连续 的 , 即 

定理 6. 区 ”连续 映射 与 连续 映射 复合 为 连续 路 射 . 


6. 同 胚 


设 f 是 吾 中 的 案 合 ;8 到 书 中 的 连续 映射 ， 落 了 是 一 一 的 ,存在 从 了 的 象 FS) 返回 到 
冯 上 的 道 映 射 汪 ”车 广 : 在 FS 上 连续 ,网 了 称 为 8 简 下 中 的 二 他 双 连续 映射 

(至 中 的 ?集合 咏 开 (人 中 的 ?集合 罗 上 的 一 一 双 连 续 映射 称 泡 及 到 人 上 的 拓 失 映射 或 
铜 姬 ， 显 然 ( 召 中 的 )8 到 好 中 的 一 一 双 连 续 陵 射 次 定 一 个 8 到 和 象 78》 上 的 同上 是 .还 有 车 
j 是 8 到 卫 上 的 同 胚 , 则 广 :是 也 到 入 上 的 同 胚 .最 后 召 中 集合 8 称 为 拓 朴 等 价 或 同 丰 于 
五 中 集合 了 ,车 存在 一 个 S 到 了 上 的 同 胚 . 

在 直观 上 可 以 认为 同 胚 是 司令 近 点 变 为 邻近 点 的 映射 。 于 是 两 个 图 形 是 拓扑 等 价 的 ， 
车 存在 一 弹性 运动 使 其 中 一 个 与 另 一 个 重合。 

例 8.18 (a) 方程 


, A006 wsint, O02 ,i 

定义 了 区 间 0<t< 2r 到 wws 平面 中 半径 为 4, 中 心 在 原点 的 同上 上 的 一 个 连 红 和 一 一 的 映射 

了 .但 是 这 映射 不 是 双 连 续 的 , 因为 逆 映 射 把 略 映 同 区 间 上 , 在 (1,. 必 ) 不 连续 ， 如 图 6-15 所 

示 ，(〈 人 的 每 个 邻 域 包含 被 六! 映射 到 2 附近 的 点 Cz 轴 下 面 的 那些 点 )。 于 是 者 我 们 

考虑 ,比如 说 广 :(1 0) =0 的 于 邻 城 ， 找 不 到 一 个 (1, 包 的 邻 域 ， 它 的 象 能 完全 包含 在 
i 1 i 


pa 
/ ry ON : 
[| a 一 人 


~ 
Bf L060)) 
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图 ‘636 
Ss (FL, 0)) 中 , 泥 间 者 届 时 是 限 仙 在 间 0<tem, 如 图 6-16 所 示 , 则 了 是 一 个 到 
半圆 上 的 同 胚 ,于 是 线段 箱 上 洒 回 是 拓扑 等 价 的 . 


图 6-17 


(b) 可 中 一 类 重要 的 观 抽 曲面 称 为 有 n 个 环 袖 的 球 而 这 些 其 历 用 下 述 方法 得 到 , 在 
球面 中 项 .a 个 洞 ,并 夺 % 沾 不 同 的 管子 使 它们 的 末端 与 这 些 酒 刚 合 ， 带 三 个 环 杭 的 球面 如 
图 6-17 所 示 ， 注 党 , 这 些 尚 督 是 如 中 闭 的 和 有 界 ( 紧 到 ) 的 点 集 ， 宁 包 证 明 每 一 个 紧 至 双 
侧 占 古人 情理 给 出 册 而 的 定义 ) 折 拉 等 从 于 党 有 车 了 个 环 柄 汐 兴 而 例如 环 面 拓扑 等 价 于 
带 一 个 环 刁 的 球面 ， “ i ， ' 


§6.2 问题 及 其 解答 、… 
1， 开 集 , 闭 入 四 
6.1 确定 下 列 集合 是 否 (i) 开 集 ， 的 了 和 (和 i 让 有 界 集 ， 来 G7) 它 交 极限 入 和 (VD) 它 
的 闭 包 . - li ' 
(8) 于 中 的 整数 Yo， 由 1， 十 3，…}: 了 ， 人 
《b) zy 平面 中 所 有 使 得 勤 关 0 的 (%, 的 ， 
(6) 瑟 中 的 集合 加 


{ 去 -G+ 3), (1 -G+ ), , 1) 人) -| 
(4) 如 中 的 环 面 ， 
解 ，(a) 这 集合 是 了 人 梨 , 因为 它 的 余 集 是 开 集 4 一 < 之 n, 各 一 0 +41 土 2,… 的 并 。 
这 集合 显然 是 无 界 的 . 它 没有 极限 点 ,因为 任 给 一 实数 so, 可 以 按 到 wo 的 一 个 去 1 心 人 下 它 
不 包含 任 一 整数 ， 它 的 闭 包 是 它 外 己 . ~ : 
(b) 这 集合 是 除去 < 加 和 多 轴 的 oy 平面 ， 它 是 开 的 ， 因 为 这 可 会 中 任意 一 点 (xo, sp} 
有 一 到 x 和 y 轴 的 最 小 非 零 距 离 8=min {|wmo|，|go|}, 因此 它 可 以 被 包含 在 一 个 完 金 在 这 


6.8 问题 及 其 解答 Ca93 


图 6-l8 ， 
集合 中 的 邻 域内 , 它 是 无 界 的 ， 和 集合 中 每 一 点 都 是 集合 的 极限 点 ， 而 且 “ 轴 和 y 轴 上 的 点 也 
是 被 假 点 ， 故 入 限 点 集 是 整个 oy 平面， 而 且 它 的 六 包 也 大 整个 zg 平面 . 


，(m 这 集合 是 不 开 也 在 闭 . 如 图 6-18 启示 ， 这 集合 有 一 个 点 (1 二 -本 得 它 的 每 个 


邻 域 含有 不 在 这 集合 中 的 点 ,所 以 这 集合 不 开 .' 另 一 方面 ,这 和 集合 的 使 集 中 的 数 1 的 每 个 邻 
域 包含 这 集合 的 数 ( 即 不 在 余 集 中 的 点 )， 于 是 这 余 集 不 开 ， 故 这 集合 不 财 - 这 集合 是 有 界 
的 ,因为 它 包 含 在 区 向 一 2 之 a<2 中 ， 它 的 极限 虑 是 数 1 和 一 地 “这些 教 和 这 委 合 一 起 构 咸 
它 的 闭 包 ! 

(qd) 环 加 是 闭 的 ,因为 它 的 余 集 中 的 每 十 点 与 环 面 有 非 零 的 距离 ， 胶 流 记 补 包 合生 个 
”完全 在 余 集 内 的 邻 域 中 ,于 是 余 集 是 开 的 。 故 曲轴 是 多 的 ， 环 面 是 有 界 的 ; 环 曾 上 每 一 个 点 
是 一 个 极限 点 , 因为 环 机 上 一 点 的 每 个 去 心 邻 域 与 琴 画 背 罪 空 交 ， 因为 闭 集 包含 它 的 极限 
点 ,没有 别 前 极限 点 . 环 画 的 内 包 就 是 环 面 ， “ 

6.% 披 述 “全 是 百 中 的 一 个 开 集 ”的 否 命题 的 各 义 . 

答 ; 8 不 是 如 中 一 开 和 集 , 落 六 中 有 一 点 卫 和 使 得 卫 的 每 个 邻 域 包含 有 不 在 8 中 的 点 。 

8.3 和 投 述 “P 是 58 的 一 个 极限 点 ”的 否 命题 的 含义 

答 ， 卫 不 是 久 的 一 个 极限 点 , 著 卫 有 一 个 不 含 辟 的 点 的 去 心 邻 域 ， 或 等 价 地 ， 包 不 是 
尽 的 极限 点 ,车 卫 有 一 个 包含 在 8 的 余 集中 的 去 心 邻 域 . : 

8.& 证 明 召 中 有 限 个 刻 业 的 并 是 闭 的 ， : : 

证 :集合 的 De Morgan 定律 指出 社 集 的 余 集 是 余 集 的 交 , 即 

(B82°—N 9). 

于 是 ,车 司 (6 一 1，…, nm) 是 有 限 个 闭 集 ， 则 每 个 88 是 开 的 ， 因为 有 限 个 天启 的 交 是 开 的 ， 
从 De Morgan 定律 得 到 门 87~(LJSi)" 是 开 的 .所 以 局 癌 是 闭 的 . 注意 ， 需 限 多 个 闭 


集 的 并 赤 必 是 闭 的 ， 如 天 中 的 闭 区 间 一 1 十 Yo 1 一 上 /n(nml 32， 了 ?的 并 是 开 区 间 
—1<o<1, 

8.5 证 明 闭 集 包 仿 它 的 极限 点 ， 

证 ， 棚 庶 不 然 , 即 仍 设 六 是 闵 的 ， 了 是 请 的 一 个 极限 点， 但 了 不 属于 8 因为 8 是 闭 
的 ,8 是 开 的 , 赂 为 卫 扁 于 So 和 8 是 开 的 ， 存 在 卫 的 一 包 售 在 总" 中 的 领域 BCP)， 即 丰 
一 有 CBE) 官 不 包含 号 中 的 点 ,但 这 第 不 可 能 的 ， 因为 二 大和 的 一 个 执 限 点 ， 它 的 每 个 去 心 
邻 域 必须 依 有 8 的 点 , 命题 得 证 ， > 

6.6 车 中 是 8 的 一 个 极限 点 ,证 明 卫 的 每 个 邻 域 包含 无 限 个 8 的 点 .。 i 

， 证:， 假 设 与 之 相反 ， 即 假设 卫 是 & 的 一 个 极限 点 且 存 在 卫 的 一 个 令 域 其 仅 会 导 中 有 
限 个 恒 于 卫 的 点 ， 比 如 说 鲍 , Qa,…, 催 ， 注 意 至 少 有 一 个 这 样 的 点 @, 因为 卫 是 中 的 一 
个 极限 点 ， 现在 令 是 卫 利 最 近 前 @. 的 距 窗 ， 即 令 e 一 minfa(P，Q)， GPa 
(PQ)}, 则 8,CP) 不 食 8 中 异 于 卫 的 虑 ,但 这 是 不 可 能 的 , 因为 王 是 8 的 一 个 极限 点 、 
于 是 命题 得 证 。 ， 
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6.7 证 明 一 个 集合 的 闭 包 是 闭 集 . 

证 ， 据 定理 6.3, 只 要 证 明 集 8 的 闭 包 脉 包含 它 自 己 的 全 部 极限 点 就 行 了 ， 为 此 假设 
卫 是 六 的 一 个 极限 点 , 则 己 的 每 个 邻 域 B( 刀 ) 至 少 包含 癌 中 一 个 点 8, 8 了 卫 ,或 者 Q@ 本 身 
属于 8, 或 者 @ 是 号 的 一 个 极限 点 ,于 是 已 的 每 一 个 邻 域 包含 B 中 一 点 对 因为 我 们 可 以 
选取 有 (9) 使 得 BC@) 在 SCP) 中 且 了 48CQ)， 放 可 以 保证 全 ES(P) 和 人 于 忆 ,于 是 无 
论 在 那 种 情形 中 , 8( 了 ) 都 含有 吕 的 异 于 的 一 点 , 故 卫 是 8 的 一 个 极限 点 ， 

6.8 如 中 一 点 卫 称 为 请 的 一 个 内 点 ， 著 存在 了 的 一 
个 完全 包 售 在 主 中 的 球形 邻 域 ， 避 的 内 点 集合 称 为 8 的 
内 部 ,注意 开 集 的 每 个 点 是 这 集合 的 一 个 内 点 ;于 是 开 集 等 
于 它 的 内 部 证明 一 般 闻 一 个 集合 的 内 部 是 一 个 开 集 . 
证 ;假设 克 老 示 凡 的 内 部 , 且说 了 是 下 中 任意 一 点 ， 
因为 了 是 怀 一 内 点 ， 存 在 一 包含 在 日 中 的 邻 域 SCP)， 
”如 图 6-19 所 示 ， 设 已 是 SCP) 中 一 点 ， 因 为 8(P) 是 开 
. 的 ， 存 在 包 食 在 8(P) 中 国 而 在 8 中 的 S"(Q)、 由 此 得 出 
图 6-19 @ 也 在 于 即 S 的 内 部 中 ， 因 为 @ 是 SCP) 中 任意 一 点 ， 


故 整 个 SCP) 在 了 中 ,因为 了 是 了 中 任意 一 点 ,由 此 得 出 是 开 的 ， 
2. 连通 集 , 紧 致 集 | 


6.9 ”确定 下 列 集合 是 否 (a) 连 到 集 ; (b) 紧 致 集 . 

《1〉 如 图 6-20 所 示 , 平面 上 两 相交 直线 间 开 的 无 限 棉 形 区 域 . 

《并 ) 如 中 使 得 oi 到 0 的 点 (za， a， 3) 的 集合 . 

Ci) 实心 环 . ， 

解 : 《i ) 这 模 形 中 任意 两 点 可 用 一 线 久 连接 ,所 以 集合 是 弧 连 通 的 ， 因 而 据 定 理 6.4 ， 
是 连通 的 。 祝 形 不 闭 , 据 定 理 6.6, 因而 不 是 紧 致 的 . 

| (二 》 这 梨 合 由 两 个 半空 间 和 <0 和 >>0 组 成 . 它们 是 非 空 不 交 的 开 集 ,所 以 这 集合 

不 连通 .这 集合 不 闭 , 故 不 是 紧 致 的 . 

《ii) 实心 环 是 弧 连 通 的 , 因而 是 连通 的 . 它 是 闭 的 和 有 界 的 ,因而 是 紧 致 的 . 

6.10 证 明 到 中 满足 

sin 1/oa， 当 0 一 za<cl， AAA 
| 0 ， 当 wi=0 pa 

始点 (zj，za) 的 集合 是 连通 的 . 人 _-. 

证 : 假设 集 8 是 不 连通 的 , 则 存在 开 集 0: 和 0。, 其 并 包 仿 全 且 与 图 6-20 
六 有 非 空 不 相交 的 交 ， 现 假设 原点 (0，0) 属 于 8nO: 和 有 一 点 (3, sin1/3), 0<be1l, 在 入 
MOs 中 ,如 图 6-21 所 示 ， 因 为 0; 是 开 的 , 存在 8(0，0), 其 包含 在 O 中 .， 什 原 点 的 一 个 邻 
域 包 售 户 中 一 点 (&, sin ty/a), 这 里 0<a<2， 现 考虑 及 的 点 (zu za)，x<ois5， 构 成 的 子 
集 8*. 因 SCOiU0Os, 显 然 S*COiUO3, 还 用 Oi 了 和 5" 站 Os 去 8 这 和 由 于 (a, sin 1/4) 
在 Qi 中 , 而 (5, sin1/ 了 ) 在 0s 中 .最 后 S* Oi 和 六 站 0s 是 不 相交 的 ， 因 为 SNO, 和 SN 
Ds 是 不 相交 的 ,于 是 六 也 是 不 连通 的 , 但 这 引出 矛盾 ,因为 S* 是 连续 曲线 2sin /v0 
4 所 1 必 5, 它 是 弧 连 通 的 ,所 以 是 连通 的 ,于 是 全 是 连通 的 . 注意, 如 问题 -和 0 所 证 ,S 不 


86.2 问题 及 其 解答 [194] 


轩 6-21 


是 绝 连 通 的 . 

6.11 不 用 定理 6.6 而 直接 从 定义 证 明 了 FE 由 的 开 失 不 是 紧 到 的 . 

证 : 我 们 从 开业 攀 洁 一 个 不 人 有 限于 可 的 开本 ,假设 给 定 的 稚 半 径 为 rT、 考虑 闪 
径 为 r 一 十 m2, 8 … 的 无 限 同心 开盘 族 {0 显然 Ho 覆 六 和 事实 上 , 5S 一 0,， 
但 {0.} 的 任意 有 限 子 集 的 并 有 一 个 比 ” 小 的 最 大 半径 一 TAN， 所 以 不 能 定妆 整个 S. 

6. 塌 证 明 连通 集 S 的 闭 包 全 是 连通 的 . 

证 ， 假 设 症 是 不 连通 的 , 则 有 开 集 Ox 和 05, 其 并 包 会 8 且 与 六 有 非 空 不 相交 的 交 .， 设 
卫 是 避 N Os 中 一 点 ,了 可 能 在 也 可 能 不 在 中。 车 不 在 , 则 它 是 5 的 一 个 极限 点 , 这 时 因为 
局 入 开 的 ,在 0x 中 存在 一 8(CP), 它 包含 & 中 一 点 户 ， 进 行 同样 的 论证 可 以 在 由， 中 抽 


出 及 中 的 一 点 @"， 这 意味 着 及 本 身 是 不 这 ~ 一 一 一 一 
通 的 ,因为 入 是 上 的 一 个 子 集 , 显然 0, 和 0s ~ 
的 并 包含 尺 , 因为 疡 在 BNO; 中 ,而 纹 在 <、 

8nos 中 故 SnO:zg 和 SnOx 了 最 
因为 NO: 和 局 iO。 是 不 相交 的 , 故 8hO AAA AS 


和 SO 是 不 相交 的 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 AAA 《 让 AN (2) ~ 
5 是 连通 的 ， 所 以 了 是 连通 的 , 问题 得 证 . f YN ot 
6.13 证 明定 理 6.5， 区 域 (连通 开 集 ) 0 / 
是 弧 连 通 的 . SN re 沁 Wd 
证 ， 假设 DD 是 一 区 域 但 不 是 弧 连 通 的 ， 
并 假设 Pe 和 Qe 是 刀 中 不 能 连接 前 两 点 - 令 、. ， | 
有 表示 呈 中 可 与 .Po 过 接 的 点 的 介 合 和 号 表 人 一 一 一 一 
示 了 中 不 能 与 Po 连接 的 点 的 集合 ， 显 然 4 
和 吾 档 成 也 前 一 个 划分 , 即 也 -= 4UB, 4n . 
B= 4 于 玉 BB 天 8， 车 可 以 证 明和 4 和 台 都 图 623 
是 开 的 ,这 意味 车 刀 是 不 连通 的 , 就 引出 了 了 矛盾。 为 证 明 4 是 开 的 , 设 P' 是 4 中 任 总 一 点 
入 CP”) 是 P" 的 含 于 也 中 的 一 个 邻 城 ， 如 图 6-22 所 示 ， 这 样 的 邻 域 存在 ， 央 为 卫 是 开 
的 ， 但 如 图 所 示 8(P") 中 每 个 点 了 可 以 与 Po 连接 ,所以 SCP") 中 每 个 点 可 以 与 Ps 连接 ， 
于 是 8(P") 含 于 肥 中 ,所 以 和 4 是 开 的 。 ， 
类 似 地 设 @' 在 加 中 和 8(Q*) 在 力 中 ， 央 为 CQ') 每 个 点 驴 可 以 与 8 连接，C@') 
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姆 个 点 不 能 与 Po 连接 , 要 不 然 他 就 可 与 Po 连接 了 ， 于 是 如 也 是 开 的 。 问 题 得 证。 

8.14 ”证明 8! 中 仅 有 的 连通 集 是 区 间 . 、 

证 ， 区 间 无 疑 是 弧 连 通 的 ,所 以 是 连通 的 .反之 ， 设 召 是 瑟 中 一 连通 党 ， 我 们 假定 8 
是 上 有 界 的 , 且 5 是 的 上 确 界 ,还 假定 8 是 下 有 和 田 的 , 且 & 是 5S 的 下 确 界 .我 们 希望 证 明 
使 得 a<ce<2 的 任意 o 在 坊 中 ,车 不 然 ， 考 潜 开 集 O01 {w|z<o} 和 0s= {wz1s>o}. 显然 8 
EE0;UOs, 且 有 SN0Os 必 8， 否 则 c 就 是 5 的 一 个 小 于 5 的 上 界 了 ， 这 是 不 可 能 的 。 类似 地 
有 &nOz0， 最 后 ,On 六 和 Dun8 是 不 相交 的 , 这 是 因为 和 Os 是 不 相交 的 ， 但 这 是 
不 可 能 的 , 因为 8 是 连通 的 .于 是 每 个 使 得 a<c<5 的 c 在 中 ,因为 8 中 没有 大 于 5 的 数 
也 没有 小 于 a 的 数 ， 由 此 得 出 如 是 一 个 有 限 区 间 . 不 是 上 有 和 界 或 不 是 下 有 界 的 情况 留 给 
读者 作 练 习 . 

6.15 证 明 点 是 瑟 ,中 的 连通 集 当 上 且 仅 当 看 作为 印 中 一 平面 上 的 集合 时 是 连通 的 。 

证 ， 假设 8 在 加 中 连通 而 在 了 I 中 不 连通 ， 则 有 配 中 的 开 集 04 各 0s 使 得 SCOiU 
Os, O:N Sg, ON SS (ON SY NONS)=G. 现 令 扫 是 0 和 台所 在 平面 的 交 ,了 3 是 
0s 和 该 平面 的 交 ， 注 意 , SEA4U B, ANn8z8, BN9z8 和 (4N58) n(n8) 一 9 

车 可 以 证 明 4 和 是 该 平面 的 开 集 ,就 在 B? 中 不 连 运 了 ,这 就 引出 迎 拓 .为 证 明 4 
是 开 的 , 设 了 是 和 4 中 一 点 ， 则 了 在 04 中 , 设 S*CP) 是 户 在 (三 25) 中 的 一 个 邻 域 ， 则 
"(了 P) 与 4 扩 在 平 而 的 交 是 4 中 一 名 域 8(P)， 于 是 4 是 这 平面 中 的 开 集 ， 类似 地 是 
开 的 , 这 就 证 明了 著 8 作为 B? 的 集合 连通 时 , 则 它 作为 B? 的 集合 是 连通 的 . 

反之 ,假设 8 作为 琴 的 集合 是 连 还 的 , 而 它 在 该 平 曾 上 是 不 连通 的 , 则 存 符 该 平面 上 的 
开 集 4 和 上 B, 使 得 EA4UB, BN 4» 态 BN B#¥ 和 《有 4) 中 (SN B) 一 ,因为 44 在 平面 
上 是 开 前 , 对 于 4 中 每 一 点 了 ,让 平面 上 有 一 包含 在 闪 惠 的 六 (P), 设 Sr(P) 是 也 在 邱 中 
的 一 个 邻 域 , 它 与 平面 的 交 是 8(P), 并 设 0 一 LS8*《P)， 类似 地 ， 对 于 台中 点 鲜 , 设 Oo 


SC). 由 此 得 出 Di 和 Ox 是 不 中 的 开 集 ， 它 使 得 SEO1UO% ONS— ANBSEY, ON 


8-3n83 和 和 (OAS) NON) ~ 太 但 这 是 不 可 能 欧 ， 因为 日 在 乒 中 是 过 通 的 ， 全 是 
得 证 : 


3. 连续 映射 , 向 凸 


6.16 设 / 是 吾 中 点 保 忆 到 新 的 陕 身 ， 车 了 在 8 中 点 Po 连续 , 且 磊 A(P。o)>>0, 证 明 
存在 ~ Ss(Po) 使 得 对 于 SCPo mg 中 的 己 有 f(CP)>D. 

证 : 关 西 0 加 也 示 ， 令 s 一 过 FPo)， 考 氏 5.(fCPo)),， 即 区 则 诗 $f(Po) <o< 
豆 3 (Po)、 注 意 滞 坦 7(Po>o 因为 /在 Po 连续 ， 有 一 BaPo) 使 得 了 CP) 在 8 (fkPo)) 中 。 
所 以 对 SpONS 中 所 有 卫 有 7(P)>0、 问 题 得 征 , 

.1 设 / 汪 (下 中 ) 人 到 如 中 的 一 一 连续 映射 ， 并 设 妨 中 的 Po 是 总 的 一 一 个 极限 点 . 
证 明了 (Po) 是 象 集 天 58) 的 一 个 极限 点 

证 ， 设 5(f(Po)) 是 如 图 6-24 所 示 的 了 (Po) 的 任意 分 域 . 因为 了 在 到 性 连续 ， 存 在 
SP 使 得 对 于 SCPo ng 中 的 也, 了 (P) 在 S(FCPo)) 中 .因为 是 及 的 一 个 极限 点 ， 在 
SGCPo 中 有 及 中 一 点 Q 到 6, 所 雇 了 (Q) 是 在 SCF(Po)) 中 ， 而 且 fCQ)*¥f 了 (Fo)， 因 为 是 


1 


号 人 人， 阅 题 及 其 般 答 [29] 
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图 6- 双 


4.18 证 明 册 方程 ， - 
省 一 货 二 人， 久 一 芷 一 用 

给 定 的 za 平面 到 zy 平面 中 的 映射 是 一 一 的 和 连续 的 . 

证 ， 显 然 这 是 到 oy 平面 上 的 一 一 黄 射 , 利用 2 和 的 式 于 解 内 公 和 ”可 得 道 映 射 < 一 
毒 (e+ 的 一 表 Ka 一 用- 观察 图 6-25， 这 虎 射 把 在 标 线 一 0 一 常数 变 为 平行 直线 族 %+y 
一 20 和 把 泽 标 线 um6 一 常数 变 为 与 前 一 族 正 交 的 直线 族 4 一 y= 中; 于 是 给 定 (zo yo) 在 20y 
平面 中 的 邻 域 5.(ao, go)， 取 各 和 如 足够 小 使 得 边 为 49ty 一 2 二 4), wy 一 2(wo 一 
4o)，g 一 y=2(v9 十 40)，n 一 Vy 一 2(m9 一 40) 区 类 形 包含 让 (re; 如 站. 现在 取 5 便 得 
Seao， to) 包含 在 撼 形 四 一 44<Y< 十 do 名 一 vcro 十 的 增 ;， ,这 时 对 于 56《vo, vo) 中 
前 6e 中 @, 的 在 民 (ro 0) 中 个 为 (os 6) 坊村 时 的 , 8 直下 开机 上 这 
续 . 


NE 0 
ez 2 


~ 和 
A yaetdh 


， 图 6 名 4 
雹 .19 设 f 是 (五 中 ) 集合 8S 到 下 中 的 映射 证 明 放 符合 中 的 让 Ps 加 续 当 已 仅 当 内 
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于 瑾 中 包含 f(P。) 的 每 一 个 开 集 O*， 存 在 如 中 包含 了 的 开 集 0 使 得 对 于 ONS 中 所 有 
了 ,fCP) 在 中 . 

证 ， 假 设 了 在 Po 连续 和 人 是 包含 了 (Po) 的 开 集 、 因 为 0" 是 开 的 ,存在 包含 在 0” 中 
的 SC(f《CPo)), 因 为 了 是 连续 的 ,有 一 个 SCPo) 使 得 了 CP) 在 S(FCPo)) 中 ,所 以 对 于 尽 (Po)， 
NS 中 的 了 , JP) 在 0' 中 ,SCPo) 本 身 就 是 包含 Po 的 开 集 ， 这 部 分 证 明 已 经 完成 。 为 证 
明 其 逆 , 假 设 SCfCPo)) 是 fCPo) 的 任 一 邻 域 , 因为 SCf(Po)) 是 一 个 开 集 ， 按 假设 条 和 件 吾 . 
中 有 一 包含 Po 的 开 集 0, 使 得 对 于 ONS 中 的 了, 了 CP) 只 在 8C7(CPo)) 中 。 因为 @ 是 开 的 : 
并 包含 Po， 丰 在 一 包含 在 0 中 的 8(Po)， 由 此 得 出 对 于 SCPo)N5 中 的 P, 7(P) 在 
Cf(Po)) 中 , 于 是 了 在 Po 连续 。 这 是 所 要 求 的 结果 . 

6. 允 证 明 瑟 使 得 


sin l/m， 当 0<aa<T， 
2 | 0 -0 
， 当 对 
的 点 (en 的 集合 六 不 是 红 连 通 隐 : ( 见 间 题 6.10) 

证 ;假设 这 集合 吕 是 弧 连 通 的 和 半 一 下 (人 , 0<i<1， 是 连接 (0, 0) 和 (1，sin1) 的 连 - 
续 弧 .我们 希望 首先 证 明 脂 (#) 通过 5S 上 每 一 点 ,或 等 价 地 , 落 用 R 表 示 上 映射 下 一 五 人 到 
访 上 的 每, 则 如 = 总 ， 因 为 莫不 然 ,SS 上 有 一 点 (5 sin115), 0<5<1, 不 在 有 R 上 ， 训 图 -26 
所 示 , 得 出 wws 平面 上 有 开 集 所 <2 和 1>5, 其 覆盖 及 旦 与 及 有 非 空 不 相交 的 交 , 这 意味 
关 卫 是 不 连通 的 。 这 与 定理 6.7 矛盾 ， 因 为 [0, 菇 着 连通 的 ， 于 是 召 一 &. 现在 就 可 得 出 8 
是 紧 致 的 ， 因 为 它 是 紧 致 集 0<t<1 的 连续 象 (定理 09), 这 样 8 就 必须 是 闭 的 . 但 事实 
养 非 这 样 , 因为 它 并 不 包含 它 的 所 有 极限 点 ， 例 如 ， 人 了 与 ) 的 每 个 去 心 邻 城 包含 8 的 点 。 


所 以 (0， 评 ) 是 的 朗 腿 点, 但 (0， 雪 不 展 于 8， 放大 泛 通 的 命题 证 毕 。 


图 6-26 

68.21 设 是 (由) 开 集 0 到 刀 中 的 连续 映射 , 设 0" 是 太 中 任意 开 集 ,证 明 O 中 使 
得 FP) 在 0* 申 的 点 了 的 课 合 是 瑟 中 的 开 集 ， 

证 设 S8 是 中 使得 f(P): 在 0' 中 的 点 卫 的 集合 ， 设 Po 在 8 中 ， 困 为 0" 是 开 的 ， 
有 有 一 包含 在 0* 中 的 心 (f(Po))。 因为 了 在 0 上 连续 ， 存 在 一 Ss(Ps)， 使 得 对 SCPwY 内 O 
中 的 卫 有 f(DP) 在 SCf(Po)) 中 , 医 向 春 0" 中 ， 现 在 着 &( Pa) 包含 在 0 中， 则 对 CP) 中 
所 有 也 7(P) 在 六 中 于 是 BCP) 竹 及 让 但 是 车 癌 (Po) 不 包含 在 〇 中， 因为 是 开 
的 ,0 中 存在 革 个 包含 在 SsCPo) 中 的 较 小 的 邻 域 号 ,CPo), 如 图 6-2 所 示 , 对 于 By(Po) 中 所 
有 了 ,有 f《P) 在 0 中 ,所 以 Sy(Po) 在 8 中， 无 论 那 种 情形 ， 对 于 & 中 任意 的 都 存在 . 
(Po) 在 S 中 ,所 以 8 是 开 的 ,问题 得 证 . 


和 6.2 向 题 必 其 解答 【L253 


TT 
”1/ / Am ， 
7 1 A ~ A oy 1 
站 | 2 J 
\ 
\ AS ~ 
\ 一 -一 


图 6-97 

.网 设 了 是 (如 ) 中 集合 吕 到 到 中 的 映射 ,其 使 得 车 Q 是 书 中 任意 闲 集 ， 对 于 8 中 使 
了 (了 ) 在 加 中 的 卫 的 集合 是 吾 中 的 闭 集 。 证 明 .了 在 S 上 连续 . 

证 ， 注意 因 为 1(3) 是 在 闭 集 五 中 ， 由 此 得 出 总 本 身 必须 是 闭 集 ， 现在 设 Po 在 8 中 
并 假设 了 在 Po 不 连续 ， 出 存在 一 8Cf(Po)) 俩 得 每 个 BCZs) 包含 一 个 使 得 JP) 不 在 
号 Cf(Pe)) 中 的 点 卫 , 或 因为 JPo) 在 SCF(Po)) 中 ,使 得 舞 个 去 心 绍 域 8《Po) 包含 一 个 使 
得 f(P) 在 [5(FCPoO))]5 中 的 点 卫 ， 现 在 设 信 是 S 中 使 得 CP) 在 [SCFCPo))]? 中 的 点 
卫 的 集合 ,我 们 注意 LS(FCPo))1? 基 闭 的 ， 于 是 按 假 设 条 件 '8" 是 闲 的 ， 而 由 上 可 知 Po 是 
5S" 的 一 个 极限 点 ,所 以 Po 在 S* 中 .但 这 是 不 可 能 的 , 因为 f(Po) 在 SCFCPo)) 中 ,证 毕 . 

6.23 证 明定 理 6.10: 若 /是 (五 中 ) 集合 8 到 下 中 的 连续 映射 入 gyg 是 (中 ) 象 集 
了 f(S) 到 避 中 的 连续 映射 ,证 明 映 射 (gof) CP) =g(7(P)) 是 58 到 G 中 的 连续 映射 

证 : 设 SCCgsf)CPo)) 一 SCg《f(Po))) 是 (gof) (Po) 的 任 一 邻 域 ， 因 为 g 在 70S) 上 连 
续 , 存 在 SCJ(Po)) 使 得 对 于 BJCPO))NfCS) 中 的 :9(Q) 在 SCg(7CPo))) 中 ,因为 了 在 
全 上 连续 ,存在 SCPo) 使 得 对 于 SCPo) 站 5 中 的 了 ,了 (CB) 在 SCACPo)) 中 , 所 以 对 于 SCPo) 
NS 中 的 了 ,有 f《P) 在 SCf(Po)) FCS) 中 , 故 TAG 在 (7 中 . 于 是 gof 
是 在 Po 连续 的 , 问题 得 证 . 

6.2 证 明定 理 6.8， 著 了 是 (五 中 ) 紧 尾 集 8 到 也 中 的 连续 网 7 的 旬 集 是 时下 
前 . 

证 ， 设 {04} 是 了 (8) 的 任意 开发 盖 ， 鸡 于 8 中 每 个 点 @， 多 Q@s 表 示 族 {O 中 包含 
了 (Q@) 的 开 集 ， 因 为 /在 S 上 连续 , 从 问题 6. 锰 得 出 存在 sa 召 中 的 开 集 Oo, 使 得 对 于 Oof 
如 中 的 也, 有 7(P) 在 的 中 ,或 等 价 地 ,jen8) 包 售 在 六 中， 因为 族 Y0 寺 pl 全 中 每 个 
久 , 所 以 它 是 号 的 一 个 开 覆盖 ， 因为 8 是 紧 致 的 ， 存 在 一 有 限 子 覆 盖 {0 Oo 
下 为 对 于 和 了 mu OonS) 包 食 在 04, 中 和 {06} 是 号 的 一 个 覆 误 ， ites {0%,, 
D6.，…， 0z 是 .709) 的 一 个 有 限 子 覆盖 故 了 C59 是 紧 致 的 . 

6.26 若是 从 ( 召 中 ) 紧 致 集合 8 到 三 中 的 连 彝 和 一 一 的 映射 , 证 天 7 是 8 到 其 绿 全 
土 的 问 凸 . 

证 : 只 到 证明 万 + 是 共 了 《在 忆 中 ) 的 象 集 到 至 中 的 连续 映射 就 行 了 、 设 O 是 台 中 性 
意 闭 集 和 设 8 是 了 (5) 中 使 得 让 (FCP)) 一 了 在 QO 中 的 点 了 CP) 的 集合 .如 图 6-28 所 示 ， 
由 此 得 出 了 71(S") 一 ON5S， 因 为 紧 致 集 是 闭 的 和 是 闭 的 , 故 广 :CS") 是 闲 的 ， 因为 紧 、 
致 集 的 闭 子 集 是 紧 致 的 (问题 6.89)， 广 "8") 是 紧 致 的 、 因为 紧 致 集 在 连续 映射 下 的 象 是 
村 致 的 , 因此 了 了-1(8")) 一 5" 是 紧 致 的 ， 因 为 紧 致 集 是 闭 的 , S* 是 闭 的 .于 是 ， 给 定 吾 中 
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ba 


图 6-28 


性 意 闭 集 O 后 ， 中 使 得 f°M《P) 在 中 的 点 卫 的 集合 S* 是 闭 的 。 由 问题 6.22 可 得 于 
在 象 集 f(5S) 上 连续 ， 


63 补充 是 


6.26 .确定 下 列 集合 是 否 (1) 开 集 , (让 ) 闭 集 , (ii) 有 界 集 , (1v) 连 通 集 , CY) 紧 致 集 、 
(a) 职 中 两 不 相交 有 限 闪 区 间 。 

(pb) 如 申 两 不 相交 开 夫 ; 

(6) BE 中 两 不 相交 开 尾 的 余 集 :，: - 

(d》 瑟 中 两 不 相交 闭 球 . .a 

(0) .BR 中 请 不 相交 半球 的 合集， 

(人 情 申 环 测 人 

Cg) 富 中 环 面 的 祭 集 ， 

答案 : (2) 加 ) 有 界 , 不 迷 通 ， 紧 政 


《ga) 闭 , 有 界 ,不 连通 , 紧 致 。 


《9) 开 , 无 界 ,连通 ,不 紧 焉 。… ' i 
(1) 图 ,有 界 ,连通 , 紧 致 . 
发 gs 开 , 丐 界 ,不 连通 ,不 紧 带 . 
8: 中 征明 轧 中 生意 澳 个 周 集 的 交 是 及 集 . : 
6-28 “证 明太 是 可 让 条 全 的 了 点 当 且 代 当做 人 了 的 天 信人 中 异 于 王 
的 一 点 . 由 生 
6.29 车 P 是 河中 及 的 一 .个 级 限 起 ， 证 明 包 全 卫 的 每 个 开 集 售 丰 名 中 元 限 多 个 点 。 
6@.30 证 明 瑟 中 有 限 个 点 煌 成 的 偶合 是 有 界 的 . 
6:81 .证 明 杏 中 有限 个 球形 邻 域 的 并 是 有 界 的 . 
6.32 证 明 加 中 一 个 集合 的 极限 点 集 是 闭 集 . 
6.98 落 页 是 包含 中 集 汪 的 闭 集 ,证 明 轩 包含 5 的 闭 包 尺 . 
6.34 :点 :了 称 为 避 的 外 点 ,车 卫 是 有 的 人 祭 的 内 点 兄 问 题 6.8, 证 明 8 的 外 点 的 集 
合 , 称 为 S 的 外 部 ,是 开 集 . 
，k: 总 ,点 卫 称 为 只 的 边界 点 ， 阁 卫 野 不 是 的 内 吉他 不 是 的 外 上 证 明 5 的 边界 
点 的 集合 ; 称 为 如 的 边界 ,是 闭 集 . 
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6.36 证 明 召 是 连通 的 . 
6.37 证 明 有 是 柜 中 的 紧 致 集 当 且 仅 当 尽 作为 瑟 一 平面 的 子 集 时 是 紧 致 的 ， 
6.38 从 定义 (不 用 定理 6.6) 直 接 证 明 名 不 是 紧 致 的 . 
6.39 然 定 党 (天 用 定理 6 4.6) 袜 搁 证 明 如 和 子 集 是 紧 致 的 
6.40 证 明 剖 中 卫 政 集 必 芍 链 一 个 无 限 集 表 在 各 中 的 一 个 狠 限 起 。 
6. 红 证 明 sv, gy 一 0, 2 一 (Ww 2) 当 Jlw, 在 有 上 省 续 时 确定 一 个 从 (区 中 ) 集 合 
和 到 逐 中 的 一 一 双 连 续 映 射 . 
6. 驳 证 明 w=@u 二 bv+e, y=dutev 二 f,00 一 Bd¥0, 确定 uw 和 而 到 my 于 而 上 的 “个 
一 一 双 连 续 映 射 . 
和 和 8 设 f 是 (加 中 ) 集 合 5 到 中 的 映射 . 本 曙 池 欢 昌 和 本 看 各 六 "二 定义 
答案 : 了 在 Po 不 连续 ， 若 存在 一 邻 域 SC 了 (Po)) 使得 对 于 鳃 个 . SO 其 审 有 一 点 了 
使 PCP) 在 [SCfGCPoic 中 1 攻 
.6.44 证 明 映射， . ， 


妇 十 认 ， 当 0， 
or Be a 
是 (中 在 (一 1 一 对 连续 , (bh) 在 (1, 革 连 续 , (9) 在 (1， 0) 连 纺 ; (9) 在 (9, 2) 不 连 

6. 晤 给 岂 一 个 从 直方 形 风 并 到 加 稚 一 一 汉 运 寺 中 对， 话 明 下 方形 的 内 归 六 等 价 寺 
河 ， 

6.46 设 了 是 (也 区 可 尖 王 中 保 拘 点 之 同 豚 中 高 丰 变 的 下 和 ， 对 中 在 总 四 和 
,dP, @) 一 A 了 CP), 了 (8)7， 证 明子 是 总 到 它 的 条 上 的 同 肘 :， 

8.47 设 了 是 (如 中 ) 连通 集 吕 到 ” 轴 的 连续 映射 . 着 1(P) se 和 J/(@) 一 1 < 各 
6 是 区 间 <&<z<2 中 低 意 一 个 数 , 证 明 六 中 存在 Pa 使 得 (Pe) 一 人 

§. 和 8 营 了 是 (如 中) 紧 致 集 8 到 也 中 的 连续 肤 射 , 直 搁 证 明 (不 用 定理 6.6 和 6.8) 象 
集 f(3) 是 卫 中 一 有 界 集 , 

6. 和 9 设 f 是 CB 中) 卫 集 口 到 也 中 的 连续 映射 ， 机 是 三 中 性 证 明 召 中 
俩 Fi 在 们 中 的 点 卫 的 集合 是 互 中 的 闵 集 . 

6.50 设 了 是 (如 中 ) 梨 合 妨 到 五 由 的 觅 射 ， 便利 帮 0 是 了 中 公开信 ,8 中 全 7 
在 口中 的 点 卫 的 集合 是 开 的 , 证 明 站 在 以上 乏 续 . - 3 

6.51 证 明 拓 扑 等 价 性 是 欧 氏 空间 中 集合 之 间 的 c 个 等 价 关系。 


-> » » -一 - 
第 七 章 ' 以 向 量 为 变 元 的 向 量 函数 
§7.1 基本 内 容 
1 向量 函数 
设 天 是 (让 市) 向 基 桌 合 订 浏 吾 的 映射 ;因为 了 使 了 中 每 个 向 量 宅 有 也 中 测量 半 (%》 
与 之 对 成 ， 子 称 为 一 个 向 重 密 施 的 商量 值 画 数 ， 
现 假设 加 和 也 的 维 数 分 别 是 % 和 mm, 这 困 m 和 加 是 1，2, 3 中 任意 一 个 数 ， 车 在 至 中 
取 定 一 个 共 (@1, …, Bw)， 上 且 w 一 m1@1 十 … 二 wwe。, 记 对 应 于 w 前 向 量 为 了 (az …, %)， 这 蜡 
于 对 于 一 组 实数 给 定 一 个 向 量 , 它 称 为 zr，…，w 的 一 个 向 量 值 动 教 。 著 在 了 中 取 定 一 个 
茸 (g *…, 59m), 则 对 于 每 个 w, 了 是 一 个 线性 组 合 
' CSOEAACIL RR + Fn) gm. 
这 样子 就 和 和 个 灾 的 实 值 画 数 方 (2)，…， fn(x) 联 系 起 来 了 ,它们 是 了 关于 Cg …, 9m) 
的 分 量 ， 对 于 这 两 个 基 来 说 ， 了 就 由 m，…， 圈 的 中 个 实 值 画 数 广 (aa，…，mm)， 
fn (ez am) 也 就 是 了 (ci …， mm) 的 分 量 表 示 ， 
例 ?.1 (a) 设 8 是 配 中 半径 为 r， 中 心 在 原点 的 球面 , nn(w) 是 避 在 其 上 一 点 的 
外 向 单位 法 向量 ， 如 图 7 二 记 示 ， 则 天 sjr 是 客 前 一 个 向 量 画 数 ， 它 把 ( 瑟 中 ) 集 合 
lx!~7 中 的 映射 到 如 ,车 (ei, es, es) 是 丽 中 一 个 基 , 且 一 24ea 二 waes 二 2629 则 m 由 
下 式 给 定 | 


和 人 ea 十 -eu ie) = 和 


六 的 分 量 是 (zi ma，xa) 的 实 值 函 数 
I = 1 7 一 Oalt3hata 一 Da 
《P)》 设 w 一 mye@1 二 zo62 和 有 一 Gi 十 9ags 二 gaga， 方程 
= 0) gr 
坊 定 一 个 从 加 到 三 的 肌 射 ,如 图 了 -2 所 示 ，# 的 分 量 是 


骨 一 机 十 NW， 女 一 而 一 Va，98 一 于 十 03 


Ea a 


my 


图 ?7-1 


和 71 基本 内容 flz 隐 
消去 mm 和 就 可 得 出 贞 射 的 值 域 是 椭 加 抛物 而 


2- 寺 G8+ 网 。 


2. 线性 西数 


召 二 到 五 的 治 量 西 数 耻 称 为 线性 的 ,着 对 于 卫 中 所 有 @ 和 本 
Ci fiatb) =f (oa) +f 8), 
GD 了 fa) 一 8 了 cg), 4 一 纯 量 ， 
车 玫 是 线性 的 , 且 守 一 wzes 十 … 十 wen, 则 由 以 上 条 件 , 有 
fm) 一 了 (cael 十 十 aneo) 一 了 (aaei) rf (meny 
zf (eo) + to f (en). 
车 (g…, gm) 是 五 中 的 一 个 基 , 且 向 量 F(ei) 是 
. FE1) = ng Angat + nig] sy: 
Ff (es) diag 20a tt mag mss 全 
， Fes) ong Amys tt ann: 
则 了 (ww) 可 以 过 示 为 
Ta “Tamign) mo (G12 dns) 
a nm) 
= (Gutta Cod + se amg 
to Cam tt mn ) 由 
于 是 线性 函数 了 (we) 的 分 量 是 (zz,…, %) 的 实 值 线性 齐 次 函数 ;，. 
“ 万 (一 CH01 十 adars 十 十 ant 
(mW)》 = A004 十 aaaca 十 十 Gen i 


Fn) = mitt mg 十 十 Gontps 
注意 , 系数 ow 依赖 于 如 和 了 的 站 . 
上 述 命题 的 送 命 题 也 成 立 ， 在 问题 了 .5 中 我 们 将 证 明 , 若 向 量 丽 数 了 的 你 量 是 (ou 
mm) 的 线性 齐 次 函数 , 则 子 是 线性 的 . 
系数 佐 阵 


"» 


Ca 
al Ts Gon 
Crml Gom3 Go 
称 为 了 关于 基 (eu “…， en 和 (gj，…， Bo) 的 乱 隆 表示 ， 这 个 矩阵 的 秩 , 即 它 的 最 大 非 零 子 
式 的 阶 数 , 可 以 证 明 是 不 依赖 于 基 的 , 称 为 了 的 秩 。 
注意 , 若 了 是 线性 的 ， 
f(0) -700 一 0 -7 —f (0) =0. 
于 是 若 了 是 召 到 加 的 线 狂 里 射 ,如 中 的 原点 总 是 跌 射 为 为 中 的 原点 ， 


晕 源 获 


绕 性 映射 ， 在 问题 7.$ 中 我 们 路 证 明 , 洲 映射 是 一 一 的 和 到 
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现在 假设 
十 的 , 当 且 仅 当 基 


I 最 的 象 
了 (el) = ae1 + 0n€at Woes, 
了 (ea) = se toneat aoes, 
了 (es) ~ a1! ae tones 
光线 性 无 关 的 .而 从 定理 下 8, 这 些 向 量 是 线 性 无 关 的 当 且 人 当 
Wl Wa GIs 


区 0 


el fas on 


ol Cas Wes 
邯 兴 且 仅 当 了 的 邱 降 表示 的 秩 是 和 8， 于 是 六 到 如 的 线性 映射 是 一 一 的 和 到 上 的 , 当 生 仅 
汝 子 的 秩 等 于 8 

漆 f(e)， fe), f (es) 线性 相关 , 但 是 ,比如 说 , (es) 和 了 (es) 线性 无 关 , 则 (ei)， 
了 (es), (ea) 的 所 有 线性 组 会 落 在 一 个 通过 原点 而 傅 有 了 (Ke 和 了 (ea) 的 平面 上 , 请 读者 证 
明 , 当 且 仅 当 子 的 秩 是 2 时 出现 这 种 情形 ， 

最 后 ,车 向 晤 了 (en), (es), 了 (ea) 中 任意 两 个 都 是 线性 相关 的 ,但 是 , 比如 说 , (ez) 下 
0, 央 了 把 避 耻 射 到 一 条 道 过 原点 而 含有 于 Cey) 的 直线 上 ， 当 且 仅 当 了 的 牧 是 时 出 现 这 
种 情形 


于 是 我 们 有 
定理 ?.1 设 f 是 加 到 本 中 的 线性 映射 , 则 
《Yi) 于是 一 一 的 和 到 上 上 的, 当 且 仅 当 子 的 秩 等 于 83, 
《) 于 映射 到 酚 的 一 个 洗 硬 上 , 当 县 仅 当 子 的 秩 等 于 2 
Ci) 子 胸 射 如 到 瑟 的 一 直线 上 , 当 且 仅 当 了 的 秩 等 于 工 
我 们 还 将 证 明 : 
定理 .2% 设 f 是 可 到 加 的 线性 映射 ; 则 
C1) 于 一 对 一 地 卫 射 下 到 如 前 一 个 平面 上 , 当 且 仅 当 了 的 秋 等 于 2 和 
《 间 ) 手中 射 本 到 瑟 的 一 直线 上 , 当 且 仅 当 子 的 秩 等 于 工 . 


例 了 .3 ' 
《a) 方 种 : 1 人 | 

如 一 到 十 必 ， 

as 一 一世- 二 也 


定义 一 个 从 醒 到 的 线性 腕 射 ,其 短 阵 表示 是 ， 


2 —i 
i i114 
~1 1 


二 为 一 1- 80, 
乌 射 的 秩 是 2. 消 去 和 容易 验证 这 映射 把 扩 变 到 平面 2% 一 ms- 3ws=0 十， 
《b) 方程 级 一 2 二 wp 一 2 二， 


人 Ye a, 


对 竹本 内 容 Per 


， 掀 一 一 守 十 全“ dt 

定 多 一 个 从 到 了 的 线 竹 区 因为 站 

2 1 —2, 四 > 

1 + -| 一 0 

-1 0 1 

: ， 1 
但 ~ 中 小 _12z0: | 
职 身 的 秩 是 2, 这 陵墓 招 了 变 到 平面 % 一 和 in 了 a ， 
3. 连续 和 极限 人 


:我们 知道 召 中 辐 wo 的 2》 球形 部 于 S, (zo) 是 直 获 居 上 这 | 靖 册 遇 4 z 省 四 
各 图 7-8 所 示 , S.(zeo) 是 由 与 wo 的 距离 小 于 8 的 向 量 析 成才。 我 们 ~ 


、 
说 从 (中 的 ) 六 到 了 的 国 沼 于 窒 六 中 的 是 闪 续 交 , 洛 对 了 eo) 人 攻 。 忆 
的 每 个 球形 领域 SCf(ea))， 短 在 8Cavo) ,使 得 对 于 全 (zeo) NT 中 的 | ~ 4 
oa) 在 BCzo)) 中 , 于 是 拖 在 to 连续 的 六 分 上 要 狐 作 是 对 急 ， 
个 >0, 存 在 5>0, 使 得 对 于 中 使 |2 一 wo|<5 前 ww, 尖 。 ，， < /7 
[fF (2)— Fo)! <e， 。， 2 
例 9.3 考虑 函数 , . i 
本 {2 [wl 当 wz 0 i 
F(x)— wo-0 
对 于 wo0 和 0 i 
To 
(mf) = 商 -fr < TH -人 舍 | 
{lzol— jz|l EE 4 
<iel Ti + lol eT 


这 里 利用 了 三 角形 不 等 式 
Held 


于 是 对 于 wwol< 寺 slewol, |{ (m0 —f(m)| <e, 


因而 y 对 于 所 有 wox*0 是 连续 的 、 在 多 一 % 了 (Y) 不 连续 ， 因为 
Hf)~ Ft0) = Iw /le|=1, 

当 8 所 1 时, 它 就 不 可 能 小 于 8. : 
.如同 单 变量 向 量 函 数 的 情形 ,我们 有 : 
定理 ?.3 钞 数 f= 93 二 1 二 fogn 在 人 w 连 绪 ， 汉沽 人 分明， bl, 
定理 7.4 若 包 9 利 产 在 二 连 续 -出 f+g, pf 了 gf xg 在 中 过 续 
我 们 说 一 个 从 ( 召 中 的 ) 六 到 也 的 淫 数 下 在 w 有 被 限 二 记 为 iim 于 (Ww) 一 开车 对 于 符 

个 CD) 存在 一 去 心 邻 越 晤 (wo), 使 得 对 本 Cwo) 人 NF 中 的 辣子 (在 号 下) 中 . 平 是 了 在 

2 有 极限 也 当 且 公 当 对 于 每 全 se>0 存在 68>0, 使 得 对 了 六 中 使 0<|w 一 gol < 的 和 


和 
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有 if(se) 一 五 |<s。 这 里 的 wo 不 必 是 在 亚 中 的 ; 但 是 假定 wo 是 玉 的 一 个 极限 向 量 ， 即 每 
个 (go) 包含 六 中 一 个 异 于 wo 的 向 量 ， 在 问题 了 .10 中 我 们 将 证 明 , 若 wm 是 了 的 一 个 极 
限 向 量 , 且 了 在 mo 连 续 , 则 im 了 (zw) 一 了 (azo)， 以 及 , 若 Him (ww) 一 荆 和 wo) 一 态 列 了 
在 wo 连续。 

最 后 , 象 研 究 单 变 量 向 量 聊 数 那样 , 我 们 引进 Landau 记号 o 和 DO 即 设 一 纯 量 函数 
8(z)， 它 在 wo 的 某 个 去 心 邻 域 异 于 零 ， 阔 数 fw) 在 wo 是 gw) 的 "小 0”, 记 为 了 (2) 一 
olgtw)), 敬 当 2 一 wo, (ww)/g(w) 一 60; 丁 数 下 (w) 在 wo 是 g(*) 的 “大 O*, 记 为 fw) 一 
OCg(%w)), 获 flw)/g(w) 首 wo 是 有 界 的 , 即 车 奔 在 一 纯 量 下 >0, 使 得 在 we 的 某 个 领域 中 
有 |f(x) /gw) A. 

例 了 .4 设 了 (7 一 字 aaex 二 oa( 吧 十 曲 )en， 则 子 (e) 一 o(j zl 分 因为 引进 极 琢 标 时， 
w= wleds0, 区 一 wlsihl, 苦于 jj 之 a/2, 有 

(FC) /le [3 —! loi Coos0sin bet [wl (ood)esl 
“~ fa]|(Cooss OsinG)ert (co8g)ea| 
<2lw|<e. | 
于 是 当 we->0, 了 (ww)/|w| 二 30 所 以 了 (ww) 一 ol|w|”)， 因 为 
[EACIMEAN j= | (eog’ Osin g)ex+ (cosg)ea| <2, 
即 ,f《2)/1w|’: 在 wo 有 界 ,于 是 还 有 了 (2w)=0(|z%|). 

向 量 函 数 通 常 定义 在 一 个 开 集 上 ， 所 谓 术 是 开 的 ， 医 对 六 中 每 个 wo， 存在 一 个 包含 

在 玉 中 的 向 量 邻 城 SCx6). 


4. 方 向 导数 


设 了 定义 在 ( 召 中 的 ) 开 集 六 上 , 和 在 六 中, 且 t 是 如 中 一 非 零 向量 . 于 在 wo 洛 wo 
方向 的 方向 导数 是 向 量 


: 


Du f (v0) -Tm Feot hu) -f(xo) 


车 上 式 右 边 的 极限 存在 的 话 ,- 湛 我 们 把 子 看 作 人 一 wo 十 la 中 的 的 函数 ， 即 车 我 们 引进 
尔 数 (A) 一 fwo-htto), 则 


D, ef Ce -lim a Feot ht) fun) 


-am ao _ ro， 


即 DCwo) 是 FOB) 一 了 (wo 上 itto) 在 7 一 0 的 

如 图 7 所 示 , 设 了 是 如 到 印 的 映射 由 于 一 x2othteo 是 过 wo 平行 to 的 直线 和 
它 的 象 y 一 了 了 (有) 一 了 (wo+hitto) 是 曲面 yg 一 了 (ww) 寺 上 一 曲线 的 参数 表示 ， 因 而 方向 导数 
De 一 所 (0) 是 准点 有 0) 与 曲线 一 所有) 相 切 的 向 量 ， 

例 Y.5 (a) 考虑 示 数 ， 


Fw) = mg + wgst (oR + ed) gs. 
这 里 EO) =F (wt BD — Ct an) + (wat hus) ga 
+ [zit hee) + (oat hres) gs, 


。 , "$873 苦 本 内 容 .[233 


看- 了 :et0) 
一 一 ~ 
hg =) 
Rxo + hue) = FN) 
图 ?4 - 
再 人) gy +t ogra [Dui Cw es) + oid Hin) 
和 P70) Swigs + vagat Cds Bassa) Wa, 人 


于 是 在 每 个 空 = 习 e1 十 cses 洛 任 意 方向 W064. tiles 有 卫生 涯 家 ， 且 
也 (mw) ugit vga oun ws) ge | i 
(Cb) 一 个 西数 可 以 在 一 个 方向 有 导数 ， 而 在 另 一 个 方向 没有 导数 ," 考虑 S 上 的 实话 
数 四 四 四 2 
i 十 zay 当 和 0 二 0 或 ts 0, 
fw) =f (oy 四 = 全 其 来 入 到 
在 mw= 上 0 沿 % 一 ea 方向 ， 
BO fH) = Fh, 0) =h Ph) —1, 
于 是 DF) 一 PW(0) 一 1. 在 w 一 0 沿 # 一 ea 方 阿 
FR) =f RM) =f (60, h) =h, FO) =L. 
所 以 刀 .7(0) =1， 但 是 沿 任意 别 的 方向 ， 即 对 于 么 = 和 女 =w 和 十 toes， 这 里 如 天 0 和 
zz 于 0, 有 . 
， yy 0， 当 k=0, 
FO) -OND -Ji ja 一 了 
它 在 4 一 0 没有 导数 ,于 是 了 在 色 一 和 仅 沿 wer 和 4 一 es 的 方向 时 有 有 导数. 
在 加 中 取 定 一 个 基 (eu …，e.)， 子 在 鱼 灌 一 个 基 向 ex 的 方向 的 导数 ， Dee) 称 
为 关于 民 的 第 下 个 分 量 的 信和 叶 数 ， 设 
Fw) fas 7 mo) tp, 1 me) Fm 
则 ' 1 
Daf lw) -lim 也 (erhe,) -fw) 


Tim ve thy tn) f(s, 7 en) 
a0 k 


PR AC RA 了 写 tn) fey tn) 


0 


二 im Ful, 二 2 fm (V3, 1 tn) 


= gt fat + 如 gn. 


由 此 可 知 向 量 Pa 的 分 县 是 了 的 分量 在 人 的 偏 导 8f4/ Bms， 了 导数 Df 也 记 次 
Df 或 8f /Br 
例 了 .6 设 扩 (4 5) 一 Wer 十 ( 二 全) gs 二 wwgys, 出 


4as 人 4] 第 七 章 ” 以 向 量 为 灾 元 的 向 最 五 数 
各 "下 CoDgst 翅 Geto gst gg gs 


和 A 下 -2 ie")git 吉 erost e009. 


5- 可 微 耳 并 


车 一 个 单 变量 函数 在 一 点 有 导数 , 则 它 在 这 点 连续 , 但 是 对 于 以 渔 量 为 变 元 的 函 才情 况 
就 不 一 样 ， 如 问题 了 ,地 将 证 明 的 ,了 可 能 在 wo 的 每 一 个 方向 有 方向 导数 ,而 在 ro 本 连续 ， 
原因 是 函数 在 一 点 的 方向 导数 仅 与 该 函数 沿 这 点 所 在 的 一 条 直线 上 的 毫 化 有 关 ， 而 不 小 及 
到 它 在 这 点 的 一 全 完整 的 领域 上 的 变化 。 

若 一 个 单 变量 函数 在 一 点 有 导数 ， 它 在 这 点 的 一 个 邻 域 有 下 线性 通 近 溺 数 ， 我 们 利用 
这 种 性 质 对 以 向 量 为 变 元 前 质数 定义 可 向 性 ， 

一 个 从 (六 中 的 ) 开 集 术 到 了 玉 的 函数 了 称 为 在 v 中 的 we 是 可 能 谷 ， 游 春 在 一 个 把 名 中 
的 2 映射 到 耳 章 线性 函数 Ly, (9), 使 得 

Fort 0) —f 0) + Es, (o) + Rwo, 9), 
这 里 当 v0 时 , (RC(wo, 2)/|0|)—>0. 
现在 假定 了 在 m6 可 微 ， 风 对 任意 非 零 向 量 凡 和 足够 小 的 纯 量 为 1 
Kao 十 RD —Ff Po) = Lr) th Ro, Ru), 
因为 工 ., 是 线性 的 ,也 (PE 一 hLs,( 引 于 是 , 除 以 二 


) Ke 一 了 ta Lt Re ji . 
h “ 


在 问题 7 ,12 中 我 们 将 证 明 当 7->0 时 ，( 吾 (wo 227 一 ,由 此 得 出 存 wo 滑 每 个 方向 至 存 
在 于 的 导数 为 ; ; 


Df lim Hot it) ft) 


-am 0 his Ble - st， 
于 是 
定理 9.5 车 在 wm 可 微 , 则 了 在 wo 洪 每 个 方向 有 导数 . 
在 问题 7.19 中 我 们 还 净 证 明 
定理 .6 车 /在 wo 可 和 , 则 了 在 连 统 ， 
注 ， 由 Dof 《wo) = 天 -Ko) 得 出 也。 是 唯一 的 , 厂 。 由 它 在 一 个 基 交 取 值 唯一 决定 ,这 些 
值 是 偏 昼 数 


1 


Lae) =Daf len) = em). 


令 作 冲 数 廊 . 称 为 于 在 ee 的 很 分 并 记 为 8&F(zwo) 其 在 的 值 记 为 8f(2o)( 旭 用 以 
工 .,(5). 车 于 在 开 集 的 每 一 点 人 w 可 微 , 则 A 丈 为 可 微 耳 数 ， 可 微 函 数 于 的 微分 是 

dF, 它 在 点 名 的 值 是 4f(%). 

忱 在 假 寂 卸 定 从 (至 中 的 ) 玉 加 罗 中 的 一 个 可 微 铺 数 . “在 每 个 x“, 8 了 关于 9 是 缆 性 的 ， 


LFV =f (er thE) VideL) + tv dF (eo). 


$474 基本 内 容 [135] 
册 上 已 知 Gf(e;) = 上 (e) wD, 了 =8f/8m. 于 是 ， ， 
de) -we 8 了 wu-af 《7.2) 
I 3 EE nn ‘dr, 人 

由 于 当 了 一 户 ga 十 … 十 六 go 寺 ， 
于 是 方程 (7.2) 变 为 : 

af (nM gt + “+ gt 人) 

-( 莹 o 办 or 人 办 rt 办 办 

号 f(0) 的 分 量 是 微分 


dsp) ~ mt 
0 太 二 < 1 
2 作为 一 个 线性 函数 时 前 钨 隆起 未 是 加 xm 撼 隆 


Bs Ei... Bf 
Box oa or 
TT ETT 和 (7.8) 
人 fm... fn 


上 上述 纸 降 称 为 了 基于 基 (ea，…，e) 和 (gx，，… 信 go) 的 和 oopi 拭 阵 ， 歼 mm 一 m, 于 的 
Jacobi 给 阵 多 行列 式 , 简 称 为 了 的 Jaoobi, 并 记 为 J 了 CJ) 或 名 二 的 , 即 


TF) 人 Cr 


容易 验证 , 华 标 西数 21(2) 一 m4 …， zs 人 2) 一 04 是 具 耳 到 三 前 可 微 起 数 ， 现 且 它们 的 
微分 az:，…，ao， 是 召 到 瑟 的 线性 丙 数 ， 对 于 台中 任意 向 基 T 一 oaeiT 十 oneuw 有 
可 0 有 一 2 全 一 1 ~ MY 2) ‘a 


df (ou 名 Lt BL do 避 科 并 td 加 型 
由 呈 得 公式 


of 2 tort tt Bo | a 9 
实际 上 我 们 可 以 用 稍微 不 同 的 方法 解释 公式 (3. 搁 、.dai 不 作为 8 上 航标 函数 的 微分 ， 
而 解释 为 召 中 一 个 典型 向 量 gxw 的 分 量 ， 于 是 &f 作为 gw 在 关 . 的 微分 作 玫 下 的 象 ， 则 
《7 .4) 是 利用 如 中 典型 向 景 dw 的 分 量 dw; 表示 象 q 了 了 . 
例 ?.7 考 不 从 带 到 了 梧 的 函数 
Te 一 ex fdr + (Ey. 1 
了 的 隔 分 是 ~ 4 
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df = 于 at 于 amt 全- tis 


一 四 十 (一 oa (V1€2 — Da) Ls, 
了 在 @ 的 Tasohbi 矩阵 是 - “ 
BB .2 Wi 

or Oo Bra ,2 1 0 
af Bfs Bs | {wv 0 "|, 
or ; Oa rs 0 aw a 
ds Bs ys 
Bol， drs ， Ors 


于 在 zw 的 Jacobi 是 
Tf) (em) ~ dot (HE 2 2 )= 2( Qee 08). 
剖面 讲 过 着 玉 是 本 到 名 的 脖 射 ， 册 方向 导数 Disf (wo) Gf(w) 是 曲面 ~ 了 2》 
上 通过 ge= 了 (mo) 的 沿线 的 切 向 量 .特别 地 ,车 @8 了 作为 aa 的 线性 函数 在 wo 的 秩 是 2, 即 
Jaeobi 矩阵 (8fy/8my) 在 mo 的 秩 是 2, 从 定理 了 .2(i) 得 出 &jf(ao) 是 配 中 问 量 ao 到 一 个 平 
面 的 一 一 映射 , 如 图 9-5 所 示 ， 这 个 通过 go 平行 于 向量 2 《x0) 的 平面 称 为 一 了 《%) 在 go 
的 切 平面 , 切 平面 的 方程 是 2 一 go 十 zzo)， 


吾 -一 一 一 


例 ?.8 考虑 瑟 到 王 的 映射 _。 
=(w—ogt (to gt Ct gs. 
微分 . 


oo- 并 ai+ 红 = (gt gst og) ut ~ get gat 09) 


一 (du 一 dv) gi (du tdo) s+ (Buu D000) ga, 
在 Wl v= 1, 有 4 一 291+2gs; 且 
dyo= (du— Av) gt (du+ do) gat (a — Jv) gs, 


所 以 在 go 的 切 胖 而 是 
多 一 加 十 帮 o= (2 +A dv) gt (ut dv) gt (3+ 2d — 2dv0) ga, 
或 ， +d, gditoo, 2+2du ~ 2d, 


或 消去 ie 和 ge, 得 2 一 因 一 2. 

与 单 变 量 函 数 的 导数 的 情况 一 样 , 我 们 有 

定理 Y.? 设 于 和 g 是 从 (如 中 的 ) 开 集 F 测 在 的 向 量 效 数 /h 是 了 上 的 纯 量 两 获 . 若 - 
了 ,和 及 在 移 可 微 , 则 了 gh 了， 了 和子 xg 在 和 可 微 , 且 


7 基本 内 容 [187] 

(i) a(f rg)=df rdg, 

(Ci) f= Nd T+)F, 

{iiiy df:g)=Fdg t+(df)'g, 

liv) df xg)—f xagt+ (df) xg. 

最 后 , 鞠 子 对 万 中 每 个 到 可 微 , 则 3 于 是 两 个 疝 量 变 元 2 和 dw 的 负数 车 邮 在 和 
2w 连续 , 则 子 称 为 在 严 中 连续 可 身 . 

车 于 在 了 中 人 连续 可 微 , 则 3 了 /au 在 了 中 连续 , 故 所 有 慷 导 数 8fvaei 在 下 巾 连续， 其 
道 也 真 ， 即 

定理 7.8 从 ( 召 中 的 ) 开 集 刺 到 至 的 向 量 泡 数 下 在 六 中 连续 可 微 ， 当 和 且 仅 当 关 于 召 
和 和 卫 中 的 基 , 所 有 偏 导 数 gf. /am 5 一 4 … mj 一 1，… n, 在 玉 中 连续 . 


6. 复合 函数 , 链 法 则 


设 召 . 思 和 GQ 是 网 氏 空 疗 ,了 是 从 ( 召 中 的 ) 和 集合 六 到 卫 的 函数 ,g 是 从 (中 的 ) 集 合 吕 
到 台中 的 画 数 ， 对 于 六 中 使 得 (0) 在 如 中 的 所 有 ww, 从 吾 中 儿 到 人 的 复合 函数 ys 于 定 
义 为 (gef)(m) 一 gm)). 
例 7.9 C2) 了 (op) = p10) gt nto) gst Com) gs 
把 (如 中 的 )%w=zie@1+zses 变 到 卫 中 ,而 
gO = Yt yt ye) gt yy (RY 
把 转 中 的 和 一 仍 手 93 十 Vas 变 到 本 中 ， 若 令 . 
Y= (%) = (v2) gt +) ga dva0s, 
出 有 扩 一 对 一 中 ， 的 去 呀 十 喇 ， 号 一 Pioa. 
最 然 , 把 ( 刀 中 的 ) 变色 瑟 中 的 复合 函数 乡 ( 拖 () ) 为 
gCF (8)) = Lm — 0) + (oT) +oivs) yt (m1— 2) Cre 2) ga 
+ [at (v09)"] gr. 


《pb) 方程 ， 
w= ft1)ertie 或 m= 人 tl vt 
定义 如 到 加 的 映射 ,表示 到 中 一 项 线 . .方程 
V9(%) = magat (+ os SL 
定义 酚 到 压 的 映射 ,表示 了 瑟 中 一 曲 画 ,复合 瞻 射 
全 十 的 天 
=(PTI)gi+igt+ (+8 +1) gs > 
是 酚 到 卫 的 映射 ,由 示 琴 中 曲面 8 一 9(z) 上 一 曲线 ,如 图 79r6 所 示 。， 
车 了 是 从 如 到 瑟 的 线性 函数 ,J 是 从 己 到 G 的 线性 丽 数 , 则 复合 函数 形 一 go 是 从 吾 
到 名 的 线性 函数 , 若 设 红 和 吾 是 瑟 中 的 向 量 , 则 
h(atb)= of atd)) oF) FD gf (0)) tg FC0)) 
—h(a) heb), 
hae) = f(gha)) fg(a)) =Hf (g(a)) =thea). 
司 昂 旭 在 明 上 是 线性 的 。 另 外 假设 在 总 ， 玉 和 他 中 取 定 基 , 一 J(w) 和 多 一 (9) 的 分 量 
坦 下 述 线 性 方程 给 定 : 


[8 第 七 训 皮 诬 全 为 变 元 的 向 鼠 珊 玫 


Er 


+ ' 图 :9-6.… % 


二 a + 0 下 rt ny 


= it ees bain 一 


Yn = miT i ma Ta nlny a 
和 wa Da Droge tba | 
i so bot bos+ ot dans 
tr Ory Dray tT Brmbm, 
和 
或 简写 为 = 有 二 mm 、 
因而 得 2 一 9( 了 (me)) 的 分 量 为 


名 


4 一 启 如 (Sa) -总 全 ae) tn 


车 (ou) 和 (bg) 分 别 是 地 知 纺 的 纸 降 江 示 ， 二 (Shae) 
是 两 个 矩阵 的 积 (0 一 (by) (qs). . 
例 7?.10 方程 
= a Yam Wy Dg, 
和 A=y—Ytys, =2y Tir Ye, 
分 别 定义 从 了 瑟 到 了 村 的 和 每 从 避风 到 到 的 线性 映射 复合 快 射 着 从 了 到 型 的 线性 歇 
射 . 四 ， 
和 1 本 (201 十 za) (mh + (1 9) 一 4 一 2 
sa—2(20 +t) + (— mt am) — (m1— m0) T2011 Ers 


注意 2 作为 w 的 函数 时 揭 和 矩阵 表示 十 积 i ， 
的 2 1 
| -人 —1 1 
ts Bj \2 3 一 3 谎 、 - 
or i 图 网 人 了 一 
车 了 在 % 连 绪 ,g 在 9~=f(w) 连 续 , 刚 gof 在 % 连 织 即 


定理 7.9 两 个 这 续 酷 数 的 复 会 汲 数 是 连 线 通 数 ，。 : 
对 拉 可 微 阔 亲 也有 有 锯 术 的 结论 ;下 壕 重 要 定理 融 述 了 这 个 结 论 并 同时 给 出 链 法 则 , 即 磋 
定 复 会 网 数 的 叶 数 的 法 图. 


#7.1 基本 内 容 [991 

定理 了 .10 车 了 在 多 可 微 , 微分 为 卫 -(2)， 史 在 甸 = 了 (0 可 微 , 微分 为 到 (9: 则 
hgof 在 可 微 , 且 微 分 等 于 上 述 微 分 的 复合 。 ， _ 
Ha) 一 CE) = 村 wo(Pero))， 

前 面 讲 过 玫 的 微分 的 炬 阵 站 示 是 Jaoohi 给 陈 (BrVaaD ,im 了 0t3rd om 的 

微分 的 矩阵 表示 是 (2gVBg)， 5 一 对 j=1，… mm， 因此 让 二 go 于 的 微分 的 算 阵 表示 


是 积 
“fk ON\_f 3 Og Oy 
( 人 )- ( 铂 - ) Ops )-( 总 Oy Buri ). 
于 是 得 公式 gL 
‘oy a ye Bt Wn .5 
总 -名 总 Bo 下 Bo Bys wi 二 Bym Ov j=1 (75) 
这 是 计算 名 全 数 的 分 量 的 偏 导 数 的 链 法 姑 ， 车 有 = 以 64 十 一 十 Br, 则 . 
0h Ee 
Bm 天 tt 、 


(22 80 1.. Bg Bn Jei+… (2 ys}.. 训 )。 
yn 


oa Bey ， 十 部 m Ba Byi ai - 
Og dg; Oy 1, gs ,i By ym 
(六 tt 人 e) 六 + +( 识 et 
于 是 ， 
证 ao 9 Ws Wa (7.6) 
Br Oy Om; ys Om ym Oy ” 
这 就 是 复合 而 前 画 涩 的 镶 导 数 的 链 法 则 、 ; 
例 了 .11. (a) 设 . . > 
” Ye 一 ga)esT( 十 吕 )es， i 一 和 十 1 va 一 in 
则 : . : 


型 = 型 a $y. (etestame) (0) + (1-0 + nn)oot 
一 (21 十 C06 稚 64 十 (2¢ 一 0088)22 十 (4 中 覆 十 28in foo 
{Db) 设 J 一 wlcosv)esTw(sinv)e: 十 ves 4 二 0 十 四 0 一 9 四, 划 
oy _oy Ou OF Br 


“Bw .By 部 、 
i J (cos) er Ging)est [—uCsino)ert (cor) oeng 
| 0 Gs tn ert Cn(0D) Glo di ether, i 


Ou 8 mp ， 
如 -型 器 + 如 BD Bp 


= (eosv)et (sinv)est [—u (sinv)ertu(co8v) ees]0 
= [e0808) — OC0 + $)sin(0g8)] er [sin (0g) +00+ 8) e0808)] es es. 
下 


7. C" 类 函数 , 泰勒 公式 


假设 了 在 召 中 一 开 集 站 的 每 一 点 w, 沿 一 固定 方向 和 有 导数 , 则 Ds 本身 是 中 必 
韵 函 数 , 我 们 可 以 考 开 它 在 区 党 方 向 口 的 导数 , 即 卫 (DuP)fo) ,车 这 导数 存在 就 称 为 了 在 
灾 的 -- 阶 方向 导数 , 记 为 Ds 了 (2). 


T1490] 第 七 章 ” 似 向 最 为 变 元 的 向 蕊 函数 


者 (es …，@) 是 吾 中 的 基 , 我 们 知道 ， 


> 各 fg gt 二 


2 fs fm 
所以 Je 一 站 tn 


如 , 牛 基 方向 的 二 和 阶 导数 的 分 县 是 分 量 的 二 跻 偏 导 数 . 
高 珍 导 数 可 同样 定义 . 例如 , De(D& 了 )(%) 是 在 和 的 三 阶 方向 导数 , 记 为 Dioww 下 (2)- 
这 里 沿 基 方 向 的 导数 还 是 偏 导数 


oF -af fm 
Doel Boro DodrDm Ot" + Bindm 


若 了 在 矿 中 连续 ， 我 们 说 了 在 矿 中 属于 类 着 关于 卫 中 一 个 基 , 对 束 站 
各 ， 弛 在 中 全 部 连续 则 玫 称 为 在 六 中 的 07 类 曾 数 ， 一 般 地 若 所 有 mm 阶 导 玫 


去- 在 六 中 存在 且 连 续 , 则 了 是 六 中 0O" 类 通 数 . 

注意 , 由 定型 7.6 和 各 7.3 可 得 0: 类 函数 合 于 0 类 中 ,0 类 画 数 食 于 0 类 中 ,一 般 地 ， 
0O" 类 函数 会 于 0” 上 类 中 。 

例 了 .2 实 函 数 .Je) 一 |zj83 对 于 吾 中 所 有 过 属于 C3, 但 不 局 于 O03， 因为 


2fz) 8 3.0 
Or Bl*)™ Om I%| 


3 ss - 8 
一 EA A 


| wl cos (om e0)， 
这 里 我 们 利用 了 一 |zjeos (me0， 关 做 地， 
人 0s Le 0)e0s Zl, 6). 
但 是 三 院 导数 中 有 一 项 为 。 | 
|g o08/ (w, er)co8 Zw, ej)o08 /Cm ei), 
它 在 =-0 无 掉 
of ,of _ 
注意 , 可 能 会 有 5 区 y 32 人 ， 但 是 著 了 属于 9 类 的 活 ， 这 种 情况 就 不 会 窑 生 . 
般 地 , 若 了 是 O" 奖 的 , 则 在 任意 的 第 名 防 仿 导 数 中 要紧 的 仅 们 是 关于 每 个 受 最 微分 的 次 数 
而 不 是 它们 前 先后 光 序 ， 其 证 明 请 读者 参考 高 等 做 积分 教程 
现 假设 了 在 FY 中 是 0 关 的 , 由 定理 7.8, 了 在 中 可 第 ;从 方程 (7. 人 ) 得 


Dof- tt 
但 Ds 下 在 六 中 也 是 可 微 的 ,所 以 
Df =DADN) (EE Df) tt Df) 


本 a Ofte 
十 十 可 jet 汪 [ 逐 i Ui 十 + 


一 [a 


57.1 基本 内 容 [43 


有 1- 入 下 区 几 C.D) 
对 于 高 阶 导数 有 类 似 的 公式 , 例如 - 
7 
Divuf = pe DID 
于 是 我 们 有 
定理 7.11 车 隆 在 中 属于 CO" 妆 ， 则 所 有 第 加 阶 方 向 导 煞 在 中 连续 ， 它 与 微分 
韵 次 序 无 关 , 并 由 下 式 给 定 


Lk > ee (ni 


m=1 Oz 


例 了 .19 
假设 AC Ca 


出 Df (w) -Hn + 2 Wa = (mof1+ B01 st BoIva7s) 


+t (gs 3a gw, 
__0f of of of 
of () ~ Br + ods st Doce tt Bers" 
一 ee + 2(81+ Boge) vas Tt 022g sn8, 


a of Be Bf 
NE 


— (6293+ Goa) un + (1 + B07s) (abs + vr) + Goa 203, 


1 


; of Ff of oF 
Dewf (1) = Emom OT 全 下 Dan2ziBza Mavs BaraBzaBm ao 二 roD01BH Wout 


atUag3 十 


&Watagz 十 et 


9 中 
Daoiaaapra zoomiBra 
FF 


十 DasBraBoa 


Ff 
DostBmpaazi 


203 9 


by :Lh of 
_ 俩 至 人 十 让 (vfva tt Zviat) + 起 招 Corava who1) 


Ea 
+ 


一 (6g。 rg 3) v1 Gg 3 (iv 十 2uatab1) + 6 202. 
定理 9.12 Taylor 公 芭 。 著 下 在 eo 的 一 个 邻 城中 是 Cw 类 的 , 则 革 于 与 wo 足 馆 振 近 
的 二 
Fm) Ho) t+ Dossof (wo) te tT DE Cee) + Roa, 0), 


这 里 当 z 一 wo 时 , Raz 80) /1% 一 wol"* 一 0. 
例 ?. 坝 设 ， 
Te to) ~ (na) es + oleses, 


则 Deflw) ~ A nt A wm Gmest Boivaes)s + (Baker+ siesyos, 


fe)- 2 + 


一 人 +6mmses) vi GIEstv1vy + GC1v2. 


f143] 第 七 章 以久 量 为 变 元 的 疝 量 的 数 
在 wo~6@1 一 6s 我 们 有 机 
w—wo— (m1—1)et wate, 天 wo) 一 一 ea 
De-osoGeo) = (2e+ 一 3ea) (21—1) + (B81+ Os vst 1), 
Dz0 fw0) ~ (201—662) (21—1) + O00 —1) (matl) —6er(ss +1)", 
于 是 . 
FC2) Ff (0) + Denaf (oo) + Dea Co) +oCl wod’) 
~ —6s+ (26;— 32) Cm1—1) + (80+ es (oa 十 了 十 te es) (o—t)? 
+Bealw1—1) (mst+1) —8erwat+1) + oe 1)?+ (mt 1)"). 
这 个 结果 也 可 以 用 直接 将 了 展开 为 (zi 一 芒 和 (sa 十 切 的 宕 的 方法 得 到 ， 我 们 有 
三 二 [m1 一 1) +1]?= (m1 1)*+2(w1—1)+1, 
雹 一 [(gs+1)—1]s = (ot+1)s—8(rst I)t+8(vat+I)—1, 
史 za 一 [Cm1 一 1) 十 1]?[(za 二 ) 一 条 
~ [Cm —1)*+B(m ~1)? 480 —1)+1] Ema+1)—1],. 
于 是 “ 一 - 
fm)— (mt) ertmeaea— {nm —1)*F 22m —1) +1—3(ra+1) 
十 3( 软 十 1) 一 匡 ei 十 人 (wx 一切 (ea 十 切 二 《oa 二 二 一 Sa 一切? 
—8(%1—1)—1}est {Coat1)et (Cm —1) uoa-t 1 
+8(m—1) (eat) — (oi—1)]es}, 
注意 , 最 后 一 项 确实 是 o(《%1 一 1)?+ (wa+ 1)3), 这 个 绪 果 与 第 一 个 结果 相符 。 当 于 的 分 量 
是 多 项 式 时 ， 可 用 第 二 种 方法 得 出 Jaylor 展 式 ,但 对 一 般 的 情形 仍 锋 使 用 定 泽 7.12 的 公 
式 。 


中 


8, 反 函 数 定理 


设 了 是 从 配 中 的 开 集 刺 中 的 史 到 下 的 函数 一般 地 说 ,这 样 的 函数 不 一 定 是 一 一 
的 ， 但 有 是， 假设 在 机 中 一 点 mo，JacobiJ(f) 一 dei(2f:/B%m) 史 0， 这 里 (Bf/6wm) 是 微分 6 
作为 一 个 线性 函数 时 的 矩阵 彭 示 ， 因 为 在 xo,dei(8f4/8wn) 严 0, Bf(o) 的 秩 是 8， 所 以 由 
定理 了 .1Gn 知道 , (wo) 是 一 一 的 。 由 于 wv) 在 we 附近 为 (9) 十 0 (wo) (ww 一 wo) 所 
盈 近 , 于 是 我 们 可 以 期 望 至 少 在 ws 的 某 个 邻 域 中 下 是 一 一 的 , 这 个 结果 是 下 述 重要 定理 的 
一 部 份 , 它 称 为 反 画 数 定理 . 、 

定理 .18 设 了 是 从 ( 吾 中 的 ) 一 个 开 集 天 的 省 到 百 的 O" 类 函数 (m>1)、 车 在 六 
中 的 点 wo JscobiJ (了 ) 一 det(8f/emy) 尖 0, 则 在 在 一 个 包含 在 了 中 的 邻 域 SCwo) 使 得 

(1) 于 限制 在 (xo) 时 是 一 一 的 . 

《ii) (eo) 的 象 f(S(mwo)) 是 开 的 

(i) 于 的 逆 了 在 JLS(wo)) 上 是 0” 类 的 ( 见 图 了 -7)， 
江 汪 明 请 读者 参考 高 等 微 积分 教科 书 . 

例 了 .15 方程 


=m0s ms, 护 一 ipin rm (n>0) 


定义 3 从 za 平面 的 右 半 平 面 到 除去 原点 的 gy 平面 上 的 一 个 映射 ,部 图 ?8(4) 白 示 ， 对 


得 ?7.3 问 征 下 其 解 和 党 £149] 


“ 玫 至 
本 
> Pe 
ae 
2 
(2 
1 
和 #7 
图 7-7 


于 如 >0 


60gaa 一 中 Sintp 


=aeif an yy- 一 oa 
5 ao (WM) sin wa D1 OOS tp 0 


所 以 对 于 左 半 平面 的 任意 点 (my, og), 有 一 Szzs ws)、 在 其 中 ,映射 是 到 平 医 们 扩 的 一 个 开 
集 的 一 一 的 和 到 上 的 瑞 射 ， 逆 肤 射 为 

(3, maarotan (ya/y1). 
这 里 必须 取 反 正切 的 适当 的 分 支 ， 注 意 右 半 平 面 的 映射 本 身 不 是 一 一 的 ， 尽 管 在 每 一 点 ， 
Geb(Byi/8%1) 取 0, 因 为 仅仅 半 带 0<ws<w 就 著 益 了 除去 原点 的 整个 gzga 平面 , 如 图 7-8( 胃 ) 
所 示 ， 故 反 多数 定理 给 我 们 提供 的 是 一 个 局 部 的 反 函 数 , 而 一 般 地 不 是 一 个 整体 的 反 函 数 。 


由 本 防 
_ zy oa) S 要 {6 Ye) 
. ~ 
[入 . - ， 2 
EE 1 ? En 
1 人 入 
so 一 一 一 一 一 一 
- 
Ey 如 
| 1 
| 
| 、 
《7 《2 
图 ?8 


§7.2 问题 及 其 解答 


IT， 向 是 沙 数 , 线性 元 数 ， 
了 .1 证 明 


[144] 第 七 章 ”以 向 县 为 变 元 的 向 量 函 数 


Y= (gin wcos wa) i+ (sin wi sin ma) ga+ (C05 71) 7s 
定义 一 个 从 瑟 中 的 矩形 区 域 0&wr<m, 0<m<2x 到 到 的 半径 为 1 中心 在 原点 的 球 上 的 
映射 ， 这 映射 是 一 一 的 吗 ? 


证 ， 人 多 |? 一 巡 十 雪 十 已 一 sina wy 0082zg 十 in? wl sin? wg C08? m1 


=gin3gm+oog m=1, 
于 是 映射 是 到 球 中 的 .为 证 明 这 有 映 射 是 到 上 的 ,对 于 满足 |] 一 价 寺 组 革 好 的 固定 移 9 令 
Wh 当 扩 > 由 
人 J 当 y>0; 
2m— = 当 多 <0 
Zi1™= ATC O08Ys 和 a= OO 好 十 斑 一 多 
， 当 ga=y=0; 
0, - 当 嚼 =0 和 妇 之 0; 


or, 当 如 =0 和 如 <0。 
在 每 一 种 情形 中 cos mymys, 洪 如 0, 则 . 


sin v00g ma— NV T—0 一 = 多 一 的 ， 


~ 铂 十 亿 
车 角 >0, 则 sinw sinwa—~/ 1— 六 7- [ys| 一 oa 
若 %<0, 则 singisings=s I- 吗 一 -一 | 加 = 
~ 六 十 绥 


著 太 = 名 =0, 则 |ys| =1。 这 意味 着 41=0 或 wm, 因而 
sinzmic08za=0=, sin wi sin 知 一 0 一 加 
车 镶 =9 和 钠 >0, 则 4-0, 因而 
sin $1 008 m3 =sin m= 1— 人 =, Hin wisin rs—0 =y, 
车 角 =0 和 急 <0, 则 ws=mw, 因 而 


Sinmoog ds — Sin mI 一 蚜 = 一 | 纹 | 一 纹 。 


Sin oasin wo = 0 = Ya. 
于 是 sin ai cog oa 一 扩 ， sin msin wa 一 ya 和 Cogw: =ys 在 每 一 种 情形 成 立 , 映射 是 到 球 上 的 - 
Y.2 确定 线性 映射 
= 04+ va, 
Ya= 一 4 一 27a 
8 一 一 201 一 0a 
的 秩 和 象 . 
解 : 映射 的 第 阵 表 示 是 


| | -on| - ?|- 0 移 阵 的 秩 是 荆 - 出 前 两 个 方 种 
| - 


二 们 0 出 后 局 太古 站 二 ==0, 于 是 映射 的 象 是 平面 2 一 0 


因为 


7.3 -问题 及 其 解答 [145] 


和 为 一 ys 一 0 的 交 线 ， 

7.8 证明 从 罗 ? 到 好 的 线性 画 数 是 一 一 的 和 色 上 的 ， 当 且 仅 当 基 的 得 是 线性 无 关 
的 ， 

证 .假设 (@, ea，6s) 是 基 , 了 是 从 本 到 琴 的 绕 性 函数 , 且 使 es), (es), fles) 线 
性 无 关 , 则 (了 (er), (es), (és)) 也 是 基 , 且 每 个 6 可 写成 

Bbif (er) + baf Ces) + bsf Ces). 
现在 定义 @@ 一 paei 十 baes 十 5ats，、 贡 
Fa)—f bet baest bses) bf (ey) tbsf (ey) tofle) =b. i. 
所 以 于 是 到 上 的 . 为 了 证 明了 是 一 一 的 ,假设 (a) 一 (ag), 则 
0~f(a) f(a) =f (aa) f(a a)ert (a os)est (al—as)es) 
= aw) el) 十 (的 一 ga) flea) + (0 — ds) Fes). 
因为 Cen), 了 (es), 了 (Ces) 是 无 关 的 , 因此 太一 一 0, 坑 一 ow 二 0; 0 一 Gm0， 于 是 a'~q， 
于 是 一 一 的 ， 反之, 营 于 是 一 一 的 , 则 flen), fles)， 了 (8s) 是 无 关 的 , 否则 ， 存 在 加，5a 53 
不 全 为 0, 因 而 g 一 ea 十 iaes 十 jses 关 0, 使 得 
0=b,f(en) + bf (es) + bsf (es) — f(bseit biest baés) — f(a). 

但 是 对 于 每 个 线性 函数 有 了 (0) = 和 这 与 了 是 一 一 的 相 序 盾 ,于 是 命题 得 证 . 

7. 和 证 明定 理 ?.2G); ?到 BB 中 的 线性 映射 也 是 到 醒 8 中 一 一 了 而 的 一 一 的 和 到 上 的 
映射 , 当 且 仅 当 子 的 牧 等 于 2 

证 ， 假 设 (es, ea) 是 如 中 一 个 基 , 向 量 f(e1) 与 (es) 在 本 ?中 线性 无 关 ， 央 为 

FF) = fmt wes) =2f (es) + vaf (es), 

琴 中 每 个 光 映射 到 了 (es) 和 了 (es) 生成 的 平面 上 , 如 图 7-9 所 示 ， 而 这 平面 中 每 个 5 可 以 
唯一 地 写成 了 (es) 和 了 (es) 的 线性 组 合 。 因此 ， 如 上 一 问题 那样 , 于 把 瑟 一 对 一 地 肌 射 到 
好 的 一 个 平面 上 ， 反 过 来 , 车子 是 到 一 个 平面 上 的 一 一 餐 射 ， 则 如 上 一 个 问题 那样 Fe) 
和 了 (ea) 是 线性 无 关 的 . 我 们 把 它 留 给 读者 证 明 . 于 是 映射 是 一 一 地 到 一 平面 上 的 , 当 且 
人 充当 天 ea) 和 六 (es) 是 线性 无 关 的 . 

剩 下 要 证 明 f(er) 和 (es) 是 无 关 的 , 当 且 仅 当 了 的 秩 等 于 2， 假 设 

了 (enD =angtang teugs, 了 (em 一 43 和 1 十 Gaala 十 asf]s. 
我 们 知道 (ei1) 和 于 (ea) 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 
了 (et) Xf es) = (Gogss— wands) i+ (glagat -~ tile) gs 
+ (gngas ~— wa) gs¥ 0. 

租 是 上 面 这 个 向 量 的 分 量 是 子 的 算 降 下 示 


= et ees 
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人 人 
a Wa 
fal {a2 


的 三 个 2x3 行 列 式 . 于 是 了 (ey) 和 了 (ea) 是 线性 无 辩 的 ， 当 上 且 仅 当 玫 的 矩阵 表示 的 三 个 
2x2 子 式 至 少 有 一 个 异 于 0, 即 当 基 公 当 了 的 秩 等 于 2; 定 更 得 证 . 
了 .5 车 向 量 函 数 了 (w) 的 知 量 是 (%1，…， ?的 线性 庆 次 本数 证 明了 是 多 的 线 广 浅 


数 . 
证 ， 给 定 ~ : Ee i 


‘fF(w)~ SE i 
则 对 所 有 gtsest 二 we 各 加 一 947- 二 tn 我 们 有 ， | 
fu+v) = [ete jo 号 oo oi+ 到 总 www]o 
f(A) : 
和 FO) = te eh i 
放 才 是 线性 的 , 得 证 . . 四 : 
2. 连续 和 极限 
7.6 求 JTim [gf+)21 一 mises] ， 
多: 四 为 了 fo) ( 呈 十 o 罗 es 一 aaaea 在 呈正 连续 ， 


Te) 了 (0)， - 下 
所 以 四 lft tae, tu0s€3] 一 人. 
Y.? 证 明 实 什 函 数 3 
18/《 虹 十 虹 )， 当 w 尖 作 
7 og 
在 人 一 0 连续 ， . - 3 
证 ， 我 们 记 : 


mr eloos Zw, e2), =|sleos Le, en) 
则 对 寺 Iz 之 8~s， 
1 760)1 = Leb em (eos) 


-ec He ef 
， <|w|<e. 
六 此 ,7(z) 在 0 连续 . 
?7.8 证 明 实 僧 函 数 
wz) 当 光 类， 
fe )- {eo 0 


在 一 0 不 连续 , 


$7.2 .问题 及 其 和 解答 “E147] 
证 :我们 考虑 0 附近 形 为 多 一 Me: 十 es 的 则 pz0- 则 和 一 及 和 如 ~ 而 


fC2) fe0) | ~ 一 0 


-二 
Os Fy EM 


对 于 e< 志 ,其 不 小 本 


7.9 丽 数 了 称 为 在 wo 有 界 ， 若 在 在 给 量 下 >9 和 65>0， 使 得 对 于 | 了 一 oj 总 
if(w) | 所 证明 若 了 在 wo 连 儿 ,周子 在 wa 有 界 ， 

证 ， 因 为 了 在 wo 连续 , 任 取 6>0, 存在 8>0, 使 得 对 未 | 一 wol <6, 有 

{Ff (8)— fv)| <s. 
刘 和 让 
因此 ,利用 不 等 式 . jal -8i<la-5l, 
当 iz~-zo) <5, 有 
[fl] elf 8) tem MM - 
合 题 得 证 . 

7.10 车 lBim fw) ~f {go), 证 明 玫 在 wo 连续 、 

证 ， 因为 Im 一 gen。 给 定 5 之 0, 有 56>0， ,使 得 对 于 夫 心 邻 域 0<|w 一 we| < 中 
欧 w, 省 IFiw) 一 Ff (mo) i 但 机 ww 一 wo 有 下 (w) 二 了 (ie0)， 所 以 对 于 驾 个 邻 起 |m 一 ol 一 3 
中 芍 z; 有 (一 上 oo 天 es 即 子 在 mo 连续 . 

Y .地 证 明了 一 Po 十 … 二 fngo 在 wo 连续 ， 当 生 仅 当 每 个 产 在 -ro 连续. 

和 证， 很 设 了 在 wo 连续 则 对 于 | 证 一 wo[<3, 有 | 下 (qx) 一 下 (wo) 1 之, 而 对 于 [2 一 wol 
“6, 叉 有 有 

He 一 Pao| PAGCOR ICAOII .PAG IC YE iA 
SIF (0) —f(w0)| <s. 
所 以 所 在 wo 连续 ， 反 过 来 ,假设 每 个 了， 和 =- 7 吕 ; 在 go 进 续 ; 财 对 于 
[wm —pol <6, $=1, oo, tm, [fiw) —f ol Ro) | afm 

国 此 对 二 |e 一 zo| <8 一 min (84.…， 5m), 我 们 有 

IC) — Feo = | (fb) Fv) tt Fn) fn m0) nl 

S| fm Fm) | tt fmt) fa 0) | ms /mB 

命题 得 证 . 

7.12 着] 吾 四 .~0, 证 明 lim EM) -oz0)。。 ， 

证 ， 因 为 当 er->0, 《RC(5)/12|) 一 0, 编 定 a>0, 存在 3>0, 使 得 对 于 0<19| < 省 
1RCV)A121 一 1RCV) 1/1v1<e/ ji， 然而 对 于 0< ihmol <5 或 0<|&]<5/|uol， 

ROa0) /Bl = {| RA) EF/ [hateol ) [rol < C8/ tl 一“ 
于 是 当 1>0, (BROW0) /5)->0. : 
7.13 若 了 和 2 在 ze 连续 ,证 明 妨 在 wo 连续 ， 
证 游 虑 
je7 gm) 一 了 (wo) wo) | 
< 了 Ce) 26 一 Ra) CO RAC OAC EAGAN 
= [fw) gr) gw) i lg eo) lz) 一 了 xzo)1|. 


(M481 第 七 章 、 以 测量 为 灾 元 的 向 昌江 数 
因为 了 和 乡 在 re 连续 ,由 此 了 在 ze 亦 有 界 ,对 每 个 s>0, 存在 9. Da、6a 和 用 >0, 使 : 


得 
(f(z) HM, Ir; 
(fw) 一 wo) 天 本 7 于 EE 了 55 当 [zzol < 6 
Ig(w) -g(ro) | < 3 涩 |%-wol < 
则 对 Iw— gol <5—min(8:, $2, 89); 
上 (e.g(2) 一 了 (wo) geo) | < 3 + |g(o)| PED 
于 是 六 9g 在 wo 连续 . 


3. 方向 导数 , 可 微 函 数 
7.14 证 明 实 值 函 数 
-人 当 汪 “0 


fw) 当 0 
在 w- 0 消 每 一 方向 有 导数 ， 注 意 在 “一 0 不 连续 ,如 问题 7.8 所 证 。 
证 ， 设 中 一 罗 ei 十 zaea 是 非 零 向 量 ,其 中 0， 


FO AD 公克 刘 
Df 0) =—lm - -Hm (OE 一 全 


对 于 和 一 0, 即 对 于 wisew 有 
Def (0) -lm FOE HD Lim O00. 


可 下 在 0 滑 每 一 个 方向 有 导 汝 ， 注 意 fC0) 作 为 的 要 不 是 级 必 的 ， 这 与 于 业 本科 
的 认 各 不 同 , 了 .f 一 GT(O 消 下 是 线性 的 

7.15 求 

FW) 一 (zisin ze)ei 二 (ossin 科 )es 

在 wa 一 (mr/20ei 二 (mi/4) es 沿 to 一 (1 5)et+《23/wV 5)es 方 向 的 导数 ， 

解 ， 因 为 了 的 依 导 敏 是 连续 的 , 由 定理 7.8 得 出 了 是 可 微 的 ， 寺 是 我 们 可 以 利用 方程 
1.2), 得 到 

Dflw) Af (Dt 出 


,= [(sin oa)e: 十 (cacoswi)eg] 友 二 lee)ert (sin gi)esl us. 
所 以 


Due - 襄 e+ etres) 诲 -3 池 禾 er 
7.16 对 于 下 面 天 上 到 瑟 的 每 个 项 数 确定 (了 在 其 上 连续 可 第 的 集合 了 ， (过 了 在 
史上 的 微分 , (aid 在 矿 上 的 秩 . 
(a) FW) 一 (lc08 we) gt (vs sin wa) ga Tog 
Ch) fw) = oii) gt ei— va] gs+ gs. 


解 : (a) Gy 了 (mw) 一 Cs e080) gi + Co sin m2) gs tingh 对 所 有 2 有 连续 导数 ， 所 以 于 
碍 整个 琴 上 连续 可 微 ， 


$0.8， 问题 及 其 解 答 [149] 
二) 了 于 的 微分 是 
of- 外 zit 红 gas 


一 iso (sin wa) alr (CC— mn sa) git Cv1008 Lo) ga el das 


《ii) 微分 的 矩阵 是 . . 
fe08%a Wi Min wa 
(A) -= “| 
9 1 


oos ta | [| eosza 一 pigSinas 


因为 
[ ot 
二 3 十 Cos3 za 十 gin? zz 二 人 二 40， 
因此 ,对 十 如 中 所 有 的 %, 4 的 秩 都 是 2. 
《b》 GD 倘 著 ou 十 mo 关 0 和 1 一 各 尖 0, 遂 数 
(8) = [walg9it+ te 一 0s 19s 十 9s 有 连续 的 导数 。 
即 了 在 下 述 四 个 开 集 中 是 连续 可 微 的 . 
4 一 如 十 >>0 利 对 一 加 全 介 ， 
B=-i{st+ oa<0 和 24 一 加 盖 (个 ， 
O= 人 mas<0 和 21 一 2 之 00， 
卫 ={eoa+za>0 和 324 一 ca<0D. 


] || Sin ze i008%a 
0 i 


Sin wa 1 CO Wa 


如 图 440 所 示 . 
(Ga) 对 于 4 中 的 和 ，|2 十 oa| 三 生 十 加，|2 一 9| 一 2 一 2a, 微 分 是 
一 (9 十 9a)0ai + (G1 a) dr 
对 于 如 中 的 mp， 
| 全 十 ga = —%1— wa [1— | — 1 Wg, 
微分 是 Qf— (~— g++) — C1 3) es; 
对 手中 的 多， 
[E27 一 一 于 十 oa 
微分 大 df= —(g1t ga)det (—g1+9a) ds; 
对 于 D 中 的 多， 


js} ma 一 0 一 一 得 十 ae。 
-微分 是 Gf = (1 — 2) dm + (g1+ a). 
(iii》@F 的 撼 降 表 示 是 ， 
4 B O D 


1 dl -NI -IN 11 
1 -1 | 1 -4 和 -1 - | 
\0 0 人 AAAo ol\ 0 of\ 0o0 


在 每 一 个 集合 上 ,Gy 的 秩 等 于 2. 
9.17 设 于 一 六 gat fogs 二 fs9s 是 从 加 到 了 瑟 的 向 量 卫 数 , 它 在 称 一 v16@s 十 ws@a 可 向 


fago] 第 七 罕 ” 以 内 最 为 安 元 的 疝 昌 滑 数 


证 明 d 了 在 的 秩 等 于 2, 当 且 仅 当 
of ,2f “0， 


Bm Wi 


证 : 
.a ah 站 of fs Bfs Bs oY 
Bo * Bo (如 Dt Ba Ft 1 gs)x @ Bos D1! Bos 97 Bn, go) 
-( 色 .2 a gr) gi (ds 2 af ee) ga 
Dr Dr Or 多) Or Brag ry drs 
+( 织 . Bfs ep Wi)g ga. 


Br Ors Er Os 
考 着 x- 全 .的 分 量 , 不 计 等 导 时 ,正好 是 秆 阵 


:of: Bf 
God or) 
(名)-| 各 -名 
Cty CR Ura 
afs ofs 
Ui Org 


的 三 个 2x2 子 式 , 因此 项 x 并 0,2 
的 秩 竺 于 2. 
7.18 证 明 敬 了 在 zo 可 微 , 则 存在 了 >.0, 使 得 对 于 所 有 0， 
ae 人 (ol 
一 To J 疯 


起 不 为 零 , 即 当 且 仅 当 三 


证 ， 从 方程 (7.2)， 
fo | ed + 


/i 


es “十 cos LD, 0) (wo 


< oos Zw, El) 


< 下 


二 十 | 六 (wo) | < 
间 题 得 证 ， 

7.19 证 明光 所 w) 在 wo 可 微 , 则 了 w) 在 oo 连续 . 

证 ， 因 为 了 在 we 可 微 ， 

Frmot yo) = fw) df Lo) OH) RCo, oO). 

信人 一 和 一 和 0y 
TE) = FE) TA EO E00) -Rmo, 2 一 2b)， 
当 如 一 wo 时 ， ( 尼 (zo w—Fo) /2— wol) ->0. 
因 滤 ,对 于 知 卫 o， 

Ke) —flwo) | = af (vo) (FT — 0) + RELo, w— | 


laf (wn) (wro)| | | 本 一 
< le et 


Mt) | tol, 


47.9 问题 及 其 解答 1181 

这里 我 位 利用 了 上 一 问题 前 结果 ,和 且 因为 , 当 wwo 时 ,(R(we，w 一 20)/|w 一 wo1) 一 0 
慑 (wo, 和 一 wo)/ zw 一 wo| 在 ovo 的 一 去 心 分 城 也 是 有 界 的 ,因此 对 于 

0<|w—wol <e/CMi+ M3), lf) fro)|<e, 
即 - : Hm f(w)=F(%o), 
所 以 了 (w) 在 zo 连续 . 

了 20 证 明定 更 7 7()， 著 了 和 gg 在 移 可 微 , 则 了 'g 在 严 可 微 , 且 
- af 的 = 了 gd df) eg 


Ee 考虑 司 的 函数 
R(x, 0) -fewto) gw to) FL) gm) Fw) dg wv) () 
df(w) (We) l : 
{FTO EO Eg 8) dg (2) (0)] 

+ [fw+o) — fiw) dfw) Co) ge) 
+ Ef — Fw dg 8) (oO). 

因为 了 和 gg 是 可 微 的 ， 

= FO) Taf Rw) + Ry, VY, 


LTO) ATI VD) + Bag, 7) 
、 jm [Rw 0) 0, {Rae, o_o 
这 里 He 


于 是 代入 上 式 , 有 
Ei fe rp). Rel, og (8). R(x, 9) 
[f(g to) Fe)] ag Ce) l/lo| 
< sr ge Ol 
(e+ 全 ， 


因为 了 在 wv 连续 (wt) 关于 在 0 的 -个儿 坟 中 是 有 并 鸭 | 筷 据 问题 7,18, 
jeg(e) (eeils 当 品 # 人 时 ,是 有 界 的 ， 还 有 ,如上 所 述 


Ke， 四 Ralx, 0) 
bin le -0 和 ml 


又 办 为 了 在 连续 , 故 


~ Bm f(s +0)— fF(m) | =0. 
于 是 3 加 0. 故 . 


v0 
f(gtO guo fm) GP) +FE) -dg Cw) CO) 
+df(w) (v0).ge) + Rw, v), 
这 里 Jamg 并 各 吕 一 0, 因 此 下- 在 各 可 答 上 | 
af-g) fap + of) -9. i 
定理 得 证 . “ 
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”了 .对 中 值 定理 设 了 是 召 中 一 开 集 上 的 多 的 实 值 函数 , 并 设 了 在 直线 必 * 一 wo 十 如 
0<t<1 的 每 一 点 可 微 ， 如 图 7-1L 所 示 . 证明 存在 和 
bo 0<H 之 1, 使 得 
Xexot tg fimot do) 一 六 (oo) + Do FPot tovo), 
证 :我 们 想 证 明 范 数 了 
FOE) =f (ot two) 
在 每 个 《SS 处 有 导数 ， 然后 应 用 单 实 变 函 数 的 中 值 定理 ， 因为 玫 沿 wo 二 t0 可 各， 
df (rot to) (V) = D,,f (Lot+tbo), 和 


bo 
图 7-11 


它 关 于 是 线性 的 .于 是 、 . 
FUGTR— FO, f (wotivo) -f(rottivo) 
天 四 


了 FER Ei) + RVo-t do, hyo) 
而 


一， (Koti) 十 to 二 en jeo)， 


页 re 


这 里 Bm Se fe — 0, 所 以 由 问题 了 .12， 


lim 
二 此 , 在 每 个 区 0<z< 切 处 百人 入 存在 , 并 为 
F'(D) = lim ZO- Df wot iyo). 
宙 单 实 变 量 的 实 值 耳 煞 的 中 值 定理 得 出， 如 在 加 ， 0<< 如 < 二) 使 得 了 (1) 一 (0)-+ 了 (各) 或 
fwo to) ~—f (0) + Du f (vo ttovo), 
4. 复合 函数 ， 链 法 则 
2&. 跑 设 


了 (ro 二 po po 0 
0, 


Y= (nt)ertwmles, w= {wu eosua)et (usin Ws) es, 
求 ，(a) 人 妇 的 函数 的 偏 导 数 Byay3ua，3gs/Boa， Gy1/ Bua 和 By3/ Gus “ 
(Cb) 作为 由 的 西数 的 微分 dy. 
解 ，(a) 


C2 gn, By: rs ' 
5 “Ber Br 于 Bo Be 231 GCOS Ws + 2 Bin us 


— Bur 008? 3 + 2ats Sin? 0 = Zins 


Oya Ba Ob: | Oys ar 

Em 5 ‘Ber En 十 一 5 Ba 2 008 ua 十 25x0sgin Vs 
一 {好 晤 nn? Ua 008 Wa 十 203 609169 Sin2 wy 
~ Be oos wasina tx 


Oy! BW Br By ra _ ; 
Bi Bo Fits + Br Be = — 2%0 sin oa 十 2xsta COs try 


= — 2u cos us sin us Dy? eo8 vs sin ws — 0; 


37.2 加 题 及 其 解 客 。[158j 


Bys -Bo am | Ba Bos 

Bu Bm Be + -Bs Be HEL Sin Va + D01E 9M OF Uy 
一 tin? 十 203 08 wo gin wa 四 
一 馆 (gin ta) {26092 ws —sin? wa), 


舅 一 种 方法 : 
Y= (W008 s+ gn? wa) e+ (008 wasin2ta)es 
—utei+ (1 608 wo tin? wa) es, 
a a 
Em 河 — Bt coswosins ta, EE 一 小 
歼 一 好 (2 6083dts sin vs — Sin tes) = (Sin 242) (2 6092 0a — sin? 43). 


“和 ex 十 a a) dus + (BE ex 十 本 es) dua 
= (ws@r + (Bw? oos vs sin? wa) es) dus 
+ sin wa (2608? wa — sin? wa) ea dus. 
.23 车 gg 一 f(T) 和 sw 一 g() 是 从 台 到 加 的 可 微 贞 射 证 明 复合 肌 射 友 = 上 (2) 一 
轨 (f(w)) 在 谍 的 Jacobi 矩阵 是 丸 在 扰 w) 前 Jacohi 矩阵 与 于 在 全 的 Jacohi 延 阵 的 乘积 , 即 


《b) 


(et ae》 , O14 Yo) 
CC 


Opi ) 
zz) 昌 
证 ， 我 们 知道 矩阵 的 积 的 行列 式 是 行列 式 的 积 , 即 著 

(eg 一 (cpps)， 则 det(ey)=det(ays)det(b,), 

因为 复合 函数 史 二 有 (ww) 的 Jacobi 矩阵 是 

Bu ws \f 
(器 )-( 癌 )( 吕 ) 
OW Ow 
dot (Su aos Ge dei (名 Bm ). 


因此 
问题 得 证 ， 
.84 设 B 一 了 (%) 是 从 瑟 到 卫 的 0 类 映射 ,其 使 得 df 的 秩 在 所 有 w 等 于 2 并 设 
之 一 w( 办 是 了 中 的 0 类 正则 曲线 ， 证明 (a) y 一 了 Cw( 引 ) 是 瑟 中 的 0: 类 正则 曲线 ;* 
i 
). 


Cb) 
0y WW ) em Goa | 0y 
| Bo 


lf Gor 外 | (办 ) +2 (G2 而 


证 ，(a) we 10, gy 一 了 (zw()) 属 于 O01 类, 且 
| Oy dm Oy dm 


— Dawat f. 


yy 
at Om ot Bra 反 


科 下 要 证 明 gg /好 0 因为 gf 的 牧 等 于 2, 申 定理 7.20i), 在 每 个 如 9 的 线性 画 数 Ds 于 是 
一 一 的 ,所 以 由 dx/ 大 0, 有 oy/dt== Daserf 于 0 . 


人 由 以 上 所 述 
(可 旷 )- ( on t+ dy dr: 小 BY Br 十 on ,Ors 
Aas + -Bo 53 Ov: Bt Bee ~ 四 


Or 


芝 


(0154] 第 七 以内 说 为 次; 
-( 营 融和 )2 人 各 蜗 ) 和 党 (各 涡 ) (全 )， 
问题 得 证 ， 


?7.35 证 明定 理 7.10， 鞍 了 在 w 可 微 此 9 在 于 (%) 可 微 ,期 做 合 请 数 六 一 go 了 在 zw 可 
微 , 让 其 微分 再 ,= 吏 /coo 工 ,其 中 工 ; 是 于 让 w 的 汽 分 和 ri 基 9 刘 雁 ee) 的 微分 
证 ， 慨 求证 明 的 是 、 
him wo) hr) (Mes) CO) ca 人 
其 中 区 直人 [和 -0 站 等 信 地 
gS BHO FW) TF LAV)) + R(x, OV), 
其 中 im 卫生 一 0， 现 在 ,因为 了 在 二 可 外 ， - 
Foto = fi) + Rr, ty, 
其 中 Hm 卫生) 0, 还 因为 在 (2) 可 条 
gfF 2) FE FR MW , 人 RF x), 1), 
,0 
下 一 Fa to) Re) = Le) Ri(w, 0), 
代入 上 式 并 利用 型 是 线性 的 ,有 ， 
gf (wip)) = gf + Mc Lv0) + Rm, 0)) + Re fw), 
一 9 (Fw) + Me Leo)) + Ms Ro, hea) 2), 
于 是 剩 下 的 只 要 证 明 
lim 
岂 问 题 7.18, 存在 常数 区 使 得 
iMaw (Rie, 从 十 可 Ke t))) 
<{K|Ri(x, o)+ Ra(f (8), w)| 
本 OI 全 下 | 本 2Cfe)， 2 上 


但 因为 了 在 w 可 微 ， lm 四 | -0， 另 -方面 , 当 #0 时 -ffm), 的 二 0 在 其 


它 情形 
[Rf lg), 四 | Rflw), 的 ji idl ， 
IC 
外 问题 .他 和 了 在 巴 可 缴 , 有 1 各 | 吕 [-0, 得 


LAC ER 
冉 Ll 各 全 功 | 


对 吕 在 人 的 某 一 邻 拒 中， 是 用 的 ， 轩 为 当 Pr 时 ,are0， 且 属 ] 有 如， 以 及 由 主 台 在 
Ce) 可 租 , 有 lm i 时- 


in [Ratf Om). 0 yim 


加 0 


i er 


菏 中 lin 


iM (Ri (ow, ©)) + Rol fw), m2) 
lo ; 


于 7.3 问题 及 其 解答 [LS5 
综合 以 上 记述 ,可 得 


Lm Mn Rs, 2 40) 0 


过 弄 得 证 . 
5. Cm 类 函数 , 反 函 数 定理 
了 .26 求 


和) 一 +t tg me Gat meg : 
在 点 wo 一 所 一 @s 的 上 下列 导数 : (3) BosBra，(b) 0° 了 /Bx Brs, CD 沿 方向 mo 一 (ex 十 69) 
利 po 一 (@1 一 282) 的 D3, 于 . 


解 : (a) 
导线 -起 让 [3 ]- 志 [acsga + virgs + og7s] 
en ga tongs, 
人 
Ber (Wo0) = "9" O03. 
HF 0 1 Bf No Ea 
《Pb) 三 关 “ 斋 (元 二 egs: Bm Yo) 一 eg3。 
a 
{6) Di,fl(x) -人 wo BS us ua) 十 Gad Way 
上 1 LO 有 
= (Dt rae fa) ur (egs-emga) Cava +t Wad1) 
+ 294+ re"ga) uve, 


Da (Wo) = (B91 8g) + (0 gs e693) (—1) + {29+ 0 Gs) C—2) 
= — 2g.+ 80 gat 2000). 


.2Y 设 Ww— gy Ya), I v9), Ya Yat La), , 
证 朋 Ow Ww Oy Oy ,Ow Ea By1 | OW sa] 
DaiBzs 8 xr Gre ydya L Oo1 Bry Or: dra 1 


Dm Bs Ws BW Fy, OD Py, 
BR Br Bm Oy Godos .amp 
证: Dip at By. | HP us 
om TH dr WW Ors 
Fp 2 (Bp) (2 Oys OWw ou ) 
Bm Bs 应 Bi)” Brr ‘Br Ors Bs Drs 
一 有 a (oe |] 煲 + 怨 ys [ 2 (名 ] 兰 OD Oys 
a) BW Br | Ber Us Oy oda 
-区 2 Oy ] 2 , HD _ Om 
Br dr BOY mr Bos By! Crioey 
了 [sp yr Fw By. | By + Oy 
bys Om i do dor 动 8 


亲 题 得 证 . 
?3.286 证 明 函 数 
Fw) 一 (er'eosaa]ei 十 (esinza)es 


窑 瑟 上 注 足 反 画 数 定理 的 条 件 , 但 在 后 上 不 是 一 一 的 . 


人 565 第 七 这 ”以 向 基 为 宰 元 的 向 基 冰 数 


证 ， 显 然 了 是 妈 上 的 01 类 画 数 ,而 且 对 于 所 用， 
Tf) wm) | in | 
ee sin =。 @™1 C08 Ta} 
因为 了 (wres) 一 了 (vw) ,这 函数 在 瑟 上 不 是 一 … 的 . 
.29 根 设 瞻 曼 丽 一 户 (oo 3), 作 一 让 Cn, zg) 满 是 反 函 数 定 青 条 件 , 并 假设 其 过 时 和 


为 1 一 了 (9 ya) 09 一 Fa(， Yo), 若 J 一 0(f1f2o)/8《(z4，29) ,证 明 
BF TB 6 _1 0 em__1o em Ta 


=a:" 坟 0, 


Oy J Gr’ J Bo’ ys 了 am Bo J dre" 
证 ， 由 链 法 则 


By Br By Ow Oy 
01) 0 Wi Of Bh BA Bbs, 


ys Bm Oys Do Bo 


Br Bya Ora ya 
由 第 一 和 第 三 个 方程 解 出 .8Fy9ys 和 988 得: 


FS [8 
| Ba | Bo 1 | ， 
lo 2 La o| 
QF! Bm | _1 Bfs BFs_ om | __1 ef 
On 10 3h| J dra’ dy 1 .91 4 Br1" 
Ber Bro | | 
| afa ap | af ef | 
1 Do Oral Or Or | 
类 伏地 求 出 O776ys 和 88s/6ys。 问题 证 华 ， 
87.3 补充 题 


7.80 ”证明 9 一 08 zg 十 sin zt 十 oags 把 带 形 0 入 轨 天 92m, 一 co 到 轨 必 co 一 一 地 肌 射 
到 乙 ys 办 为 辆 .半径 为 1 的 贺 柱 而 上 . 
Y.31 证 明 


Y=sin h zsin voy + in heioos eg + inh wigs 
把 半 带 形 mm>>0 0<w<2 欧 射 到 以 轴 为 轴 的 贺 狼 上 ， 
.88 ”证明 线性 映射 
全 一 251 二 Wa 一 28,，， 一 入 一 2 一 229， 9 一 3%1 十 3wg 
的 秽 等 汪 2, 并 确定 它 把 天 映射 到 万 个 平面 上 ? 
7 了.83 ”证明 定理 7.1(iD; 无 到 加 的 线性 映射 把 配 映射 到 琴 中 一 平面 上 当 气 仅 当 上 
的 秩 等 于 2. 
7.34 ”证明 定理 7.2()， BF? 到 配药 线性 联 射 把 配 映射 到 3 中 一 家 线 上 ,党 县 仅 泊 
的 秩 等 于 1. 


373 补充 题 [157] 


.35 证 明了 (z) 一 {Vere 当 at, 


wip 在 ~ 连续. 
Y.36 若是 w 的 线性 函数 , 证 明 存在 Pn ,有 [mi 一 好 ml 
3.37 若 了 和 9 在 史 和 连续, 证明- 在 纪 连续 . 
7.38 沙子 在 一 紧 致 集 六 上 连续 , 证 明 存 在 于 >0， 使 得 对 中 的 [了 Cw) [< 
7 了 .39 ”证明 lmf(%) = == 工 , 当 且 仪 当 lmfi(®) = j=1, 5 m， 这 里 


了 了 - 一 方 go 十 … 十 fag WU LLgit tig 

3. 和 车 Lmf(w)~ 荆 和 lmg《w)~ 用 证 明 limf(w)g(w) 一 

9. 巴 匣子 是 吾 上 一 线性 函数 , 证 明了 在 再 上 连续 . 

.和 求 扰 o) 一 as 二 ( 吕 十 虽 )es 在 to 一 乌 二 的 少 操 = (B14 一 Bs) /MZ 方向 的 导数 . 
答 ，0. 

7.43 确定 (9) 使 得 了 w) -十 二)-3eiT (一 志 -tea 连 续 可 微 的 点 他 ，o) 的 巢 
合 ，Kb)j 了 的 Jacabi、 符 ，(a)ma 兴 十 la (B) 一 Soaos( 允 十 同一 人 2 

了 . 晤 ”确定 使 得 

FE) = (wg9in as Cog ts) C311+ (pi Hin wagin 3) 24 CWC08 Va) Es 

的 秩 等 于 3 的 点 (za 5s， 9) 的 集合 ， 答 ，wisin ao 关 0. 

9. 鲍 来 卫 中 曲面 

Y= 0+) — sive + art0e 

在 对 应 二 Ye=ei+es 的 点 的 切面 方程 . 
答 ， 芒 一 2 -294 二 20a，ga 一 一 了 一 人 一 203，23 一 十 201 十 gs 

7. 癸 证 明 名 上 的 函数 了 的 Jacobi 是 混合 积 


70-[ 人 各 如 训 ] 


了 7. 竹 兰 了 和 D 在 2 可 微 , 证明. 

(a) f+ 在 多 梧 微 ,有 CF+9) =adf+tdg. 

(b) fwg 在 ww 可 微 ， RAFX9) AN gt fg 
9.48 设 : 


确定 92s) 


Ov1m2ms) 


ity 二 ys iDaDs, 
和 =", 


Ws=ysy:, 
| Ws ~ yys 
答 ，waa3zjontea(arzato 一 em -6m). 
7. 2 求人 2) == (gi 十 23) ?21 二 048in osea, 在 wo=ei 二 res 的 下 列 导数 ， 


=", 


人 BE ©) RE © Dwfi to (ert20) 和 vm (er-es). 
答 ，(a) 2e: 一 ez， 《bj DO, (eo) ~eés. 

7.50 若 到 = (yg)erteorrmes 和 由 一 2c3ei 十 邓 zoeo， 利 用 链 法 则 求 3ao7/Bri8an。. 
签 ，(2ws T2261 十 en [O09) (0-H 2m) 二 (Qa Dv) es 

7. 帮 证 明了 (ww) 一 (如 一 碟 )ei 十 wwa@s 对 除 交 -0 以 外 的 所 有 到 满足 反 函 数 定理 的 条 
件 , 但 在 这 个 集合 上 官 不 是 一 一 的 . 


1158] 第 七 章 ” 以 向 量 为 变 元 的 向 量 丽 数 
Y. 距 ”证明 函数 


Ee Es J 
TT 9 Tr mT 0 Tm 
对 琴 中 所 有 便 1Fm+oaTazasx0 的 2 满足 反 函 数 定理 的 条 件 . 证 明了 在 上 面 限定 的 地 方 
足 一 一 区 ,并 或 地 :2) 的 显 式 、 
2w; Ey 好 

答 : fw) 一 Ts gt Te Yat a 

?7.53 若 了 在 召 中 一 开 集 VV 上 满足 反 函 数 定 理 的 条 件 ,证 明了 CJ(f) 一 1 这 里 下 
是 一 一 的 , 


7 了.54 求 了 (we) 一 (zsin%o)ert+ (za00sw1) es 类 手 wo 一 wes 的 展 我 的 前 三 项 


音 ， 本 63 十 ea(te 一 玫 ) 一 BPE 011 —m), 


第 八 章 曲面 概 仿 


S$8.1 基本 内 容 


1. 正则 参数 表示 


直观 上 我 们 认为 曲 画 是 空间 中 一 个 点 集 ， 它 在 自己 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 范围 内 类 似 于 
平面 的 一 个 部 分 -如果 曲面 是 平面 一 点 集 到 她 中 的 足够 正则 的 映射 的 每 ， 那 么 情况 就 正 
是 这 样 ， 因 为 要 应 用 微 积分 的 方法 ,我 们 假定 映射 至 少 是 O01 类 的 ， 还 有 ,为 了 保证 曲面 在 
每 一 点 有 切 平 面 , 我 们 假定 映射 的 Jaeobi 移 阵 的 秩 在 每 一 点 都 是 2， 王 是 我 们 作 如 下 定义 : 

本 中 点 集 避 的 Gm(m>1) 类 正则 参数 表示 是 sw 平面 中 一 开 集 呆 到 上 的 映射 w= 
fw, 9), 且 

(i) 了 在 让 是 0" 类 前 ; 

Cii) 车 (€1 ea 83) 是 部 中 一 个 村， 

“Fu, 0) Fil; tet fli, Est flu, o)es, 
出 对 芯 中 所 有 (%,%)， 


a Hf 


Bu Ov 
ms| 名 名 |- 
Bf afe 
Ow . 
我 们 知道 ,车 了 的 与 如 导 下 各 阶 偏 导数 在 可 中 连续 ， 网 * 在 如 中 是 0” 类 的 ， 我们 
还 知道 矩 降 的 秩 是 它 的 最 大 非 专 子 式 的 洽 数 . 故 上 而 的 盾 竹 的 区 是 2 当 县 仅 当 它 至 少 有 一 
个 2x2 子 式 异 于 人 0. 
和 曲线 的 情况 一 样 , 称 变量 各 5 为 参数 参数 者 示 记 为 -ee 风 它 的 篇 导数 为 
如 .Om Om 
?Po eB 给 等 等 
注意 ,严格 地 说 , 参数 表示 2 一 (uw, o) 是 映射 、 但 有 时 把 映射 和 它 胸 象 (2B: 中 的 点 集 ) 等 司 
吉米 … 于 是 当 呈 是 公 一 ww, %) 的 象 上 -4 隔 时 , 我 们 说 卫 是 参数 表示 一 2(w, 2) 上 一 站 ， 
或 者 当 必 一 w(w，%) 的 象 是 六 的 一 全 于 集团 ,我 们 说 参数 表示 和 w 一 ww(w，4) 包 合 在 印 的 一 
点 集 尽 中 ， 
现在 假设 w= 二 w(w, 切 是 定义 在 也 上 的 及 的 正则 多 数 表 未， 如 图 8- 所 示 .， 注意 加 中 
坦 线 0 一 vo 的 象 是 8 上 的 曲线 2 一 ww，w0), 其 中 凡是 参数 . 这 曲线 称 为 入 参数 由 线 
o 类 似 地 , 华 标 直线 4% 一 ww 的 象 是 S. 上 的 曲线 wm 一 g(won 0), 称 为 会 数 曲线 一 wo. 于 
是 参数 表示 用 两 族 曲 线 覆 盖 了 8 它们 分 别 是 % 一 常数 和 we 一 常数 的 坐标 直线 的 象 . 
我 们 知道 , geGzxe, 9) 是 完 在 (uo, 4060) 沿 必 连 方向 的 导数 ， 所 以 ws(ws，wo) 是 与 妈 参 数 


Wu= 


人 eg] 第 八 剖 曲 渣 焙 念 


+ 
Ld i A sh 
y= a vo) 
】 
| 本 到 | ” 
可 | 7 
ue 


得 线 在 w(ww，wo) 相 切 而 指向 增加 方向 的 向 量 。 类 似 地 ，colww，20) 是 与 0 参数 沽 线 在 
训 (t, vo) 四 切 曾 指向 % 增 加 方向 的 向 量 ， 


最 后 我 们 注意 疝 量 积 
TuyX Wu= |es 名 


(0% Baa brs Ora ( 保 Om Bax rn) 
( Ou Ov Ou dv )errt 人 


au Bo Bu 
Bo1 Ory Ore Bo 
+( du dy Bu du )e 


芍 三 个 分 量 与 的 Jacobi 矩阵 的 3X2 子 式 至 多 相差 一 个 符号 . 所 以 的 Jacobi 矩阵 的 
。 秩 是 3, i 当 自 仅 当 mxw, 关 09， 于 是 开 集 石 到 

8 上 的 瑞 射 症 =z(a 中) 是 8 的 O" 类 正则 参数 
表示 , 当 且 仅 沼 

去 站 @ 在 可 上 属于 O"(mz 间 类 ; 

《全 WeX 和 关 0, 对 于 万 中 所 有 (ww 2)- 

例 8.1 (a) 方程 

T=(UtVet (ue + ea 
定义 一 个 从 ww 平面 到 椭 贺 扫 物 面 


1 
fra=ECete) 


1 
ts 一 荔 ( 吕 十 虽 ) 


4 。 上 的 映射 , 如 图 8-2 所 示 ， 显 然 , ” 有 所 有 各 阶 
3 连续 偏 导 数 , 而 且 对 于 所 有 (x, 2)， 
el 1 1 | 
[ox os| 一 村 es 1 -i It4+8 C+) #0, 
es 2 2 | 


:于 是 % 是 这 抛物 画 的 0” 类 正则 参数 表示 .从 二 的 分 量 一 uw 十 vo, za 一 & 一 因 消去 图 求 得 
么 参数 青 线 2=w6 是 抛物 面 与 垂直 平 遇 v4-ws 一 2v6 的 交 ,， 类 位 地 , + 参数 胆 线 %=w 是 抛 
先 而 与 垂直 平 而 十 ws 一 2wo 的 次 ， - 


$8.t 基本 内 容 [161} 
(pb) 我 们 知道 ( 见 齐 题 7.1》 
T= (Cousing)et (singsing)est Co08 中)@s. 
道义 一 个 从 她 平面 到 单位 球面 | 他 | == 借 十 噶 寺 骂 二 1 上 的 映 身 ,而 且 x 有 所 有 各 阶 仿 导 数 . 
但 是 注意 这 映射 沿 坐 标 直 线 = 土 zn, m 一 0 1, …, 不 是 正则 的 , 这 里 
—sinfsing cosGcosg 
jae |e os0sing singcosgp 
| Bs 0 一 Sin 中 
一 | 一 conan er {sin Gsin’g)es— (sind oos $es! 
~ |sing| 一 
车 喘 射 限制 在 无 限 带 形 “co, 0<<m, 它 将 是 一 个 在 南北 两 家 有 机 个 小 孔 的 
球 的 一 个 0” 类 正则 参数 表示 , 如 图 8-3 所 示 、 


了 图 $8-3 

8 参数 曲线 族 多 一 go 称 为 纬 线 。 它们 是 球面 与 水 平面 艾 xz3 一 co0s go 的 交 线 ， 由 参 数 曲 
钱 效 8= 负 称 为 经 线 ， 它 们 是 球面 与 通过 xs 轴 的 平 
面 族 wsin 所 一 xac0s 印 一 0 的 交 线 ， 
注意 , 经 线 和 纬 线 相交 成 直角 , 因为 

Wer Ts—{{ —sindsin g)er 

+ (e080sing)ea). (cos 人 cos 中 ea 
+ (singoosg)es— Csin $)es) 
一 0. 

(e) 拉面 是 由 一 直线 厂 沿 一 申 线 口 平 行 移动 
生成 的 曲面 ,如 图 8-4 所 示 , 车 口 由 9 一 (Ww) 给 定 ， 
乡 是 沿 工 方向 的 单位 向 量 , 则 柱 面 表示 为 儿 一 (内 二 og， 显然 , 著 乡 是 Or 类 的 和 对 于 所 
有 员 有 Xo 一 YX9 于 0，w 就 是 0" 类 正则 参数 表示 . “参数 曲线 是 如 沿 g 方向 平移 
所 得 曲线 . 9 参数 曲线 是 工 一 样 的 直线 , 称 为 柱 面 的 母线 . 


2. 坐标 曲面 片 


设立 一 Y(w 4) 是 定义 在 口上 的 访 的 O" 类 正则 参数 风 示 (如 图 8-5). 并 设 9 一 BCw, 90)， 
由 =g( DD 是 吕 到 她 平面 的 O" 类 映射 , 它 在 每 一 点 (ww, 中 有 Jacobi 8C6$)/9(w, 四 二 0. 
一 般 来 说 , 这 样 的 映射 6 一 《uw, 9), $B 一 四 (uw, 9) 不 是 一 一 的 但 是 出 反 求 数 定 理 , 它 宇 少 局 
部 地 是 这 样 的 ， 邯 对 矿 中 每 个 Qw，%6)， 存 在 一 包含 Cuo, vo) 的 开 集 ww， 使 得 0 一 Cw 9)。 


和 62] 第 八 章 的 面 要 全 

名 bw 中) 把 名 一 一 地 映射 到 开 集 2w" 上 , 并 且 使 得 反 函 数 w=%(6,，$), 0 一 0 由 在 wr 1 

是 0” 类 的 ， 现 在 考虑 wv 到 祈 的 复合 映射 ww 一 w*《5， 有 一 $), 00, $)). i 
则 可 得 2*C0, 8) 是 Or 类 的 。 而且 


PIX WI Wile ov) x (Vote X yts) 


= (00x Wo) (ops — vets) 一 (aX ws) 各 +0 
这 是 因为 wuxmo 过 0 和 Jacobi 有 分 盆 - [ 3 5 Ti 平 荐 多 一 2 区 是 Or 类 


正则 参数 表示 ,但 是 , 注意 这 仅仅 是 尽 的 一 个 部 分 袁 示 ， 由 于 要 求 本 严 格 卫 ,我 们 不 能 考虑 
在 整个 口上 都 是 一 一 的 参数 变换 w=w(6, $), ov(9, 8) 我们 只 好 用 曲面 的 部 分 到 示 的 
集 来 定义 痢 面 , 以 代替 整个 葛 面 的 单一 表示 。 即 , 我 们 定义 : 

及 申 一 个 GO"(mZ 巧 类 于 标 上 时 西片 是 开 集 辽 到 太 的 陕 射 史 一 ww(w, 0), 它 使 得 

(i) zw 在 口上 是 Oe 类 的 ; 

(过 )》wuXx mv 天 0, 对 于 外 所 有 (u,v) 

G3) 到 在 可 上 是 一 一 的 和 双方 连续 的 . 
于是 坐标 曲面 片 是 8 的 部 分 正则 参数 表示 ， 宇 是 的 和 到 方 轩 册 的. 


> 
peat 2 ~ 和 一 ~- 
1/ FN . fo bo) TN 
国 | Ke | { . 了 J \ 中 
SN ,2 / 】 
~ \ i, La 
\ Tv - 0 \™ /A 
~ - | 4 
加 58-5 
例 8.2 (a) 


vue: ve VI CFEs, tv<l 
定义 了 单位 圆 盘 轨 廿 好 < 工 到 单位 球面 hel 一 工 的 上 半球 而 上 的 英 射 ， 显 然 是 Cr 类 的 ， 
而 且 对 于 所 有 (xx，v)， 


| msx wo 一 er etes 


a 
[fF (ad)] 0 

于 是 如 是 上 半球 面 的 ”类 正则 参数 表示 ， 了 映射 也 是 一 一 的 ; 因为 ww 9) 一 w(w， 攻 ) 意 上 昧 
着 (ww 90) 一 《tw 9), 面 这 是 由 于 轩 一 & 箱 mm 一 %。， 肌 射 也 是 双方 连续 的 ， 因为 w 是 连续 的 ， 
旦 逆 喘 射 ( 即 射影 5 一 ov" 一刀 ) 是 连续 的 是 肌 射 是 球 军 上 的 0” 类 坐标 曲面 片 ， 

(b) 券 虑 由 一 铬 渤 线 沿 waaa 平面 上 胆 线 ?一 aii20(0<0<3m/ 和 移动 所 生成 的 桩 面 , 如 
疯 8-6 所 示 、 注 总, 因为 我 们 除 夫 了 端点 9 一 0, 柱 面 不 与 自己 灯 交 ， 容 易 验 证 ， 

dO (sin2g oo et (sin 90 sin 的 es 十 wes 

《0<0<3z/4 一 c2<w<ico) 是 柱 面 的 口交 正则 参数 表示 ， 甩 是 一 一 的 ， 但 是 ， 道 唤 射 不 


$8.1 基本 内 容 [tigsl 

连续 ， 因 为 ss 轴 ( 即 在 9=r/2) 上 的 点 的 任意 一 个 邻 域 包含 柱 面 在 边界 (一 0 附近 的 点 .于 
尝 这 表示 不 是 柱 面 的 坐标 曲面 片 。 到 限制 在 (a) 0< 
DEN, ~ Ou 和 OD) wm/4<0 Br/4, — cou 
<<co 时 定义 两 霓 坐 标 曲 而 片 , 它们 覆盖 往 面 . 

在 问题 8.7 中 我 们 将 证 明 , 车 jw 9) 是 O” 类 画 
数 , 则 形 如 ”w=wei++ Ves 二 了 (uw, 2)es 
或 v=We1 fu, Vet tes 
或 Tm f(y, 0)21 十 VBs 十 92s 
芍 画 数 确 定 0" 类 坐标 曲面 片 。 这 种 坐标 曲面 片 称 为 
Monge 片 , 它 在 曲面 研究 中 经 常 使 用 。 事实 上 , 可 以 
证 明基 一 集合 只 可 用 一 个 C” 类 正则 参数 央 示 来 表 
示 , 则 对 8 中 每 个 点 Po, 存在 一 个 8 中 包 食 Po 的 CO” 图 8-6 
类 Monge 片 ， 假 设 w 一 w(w, 是 定义 在 口上 的 58 的 0” 类 正则 参数 天 示 , 并 且 (wo, so) 是 
了 中 映射 到 Po 的 点 , 如 图 8 所 示 ， 固 为 ww ?是 正则 的 , wr 的 Jaeobi 插 阵 至 少 有 一 个 
2x2 子 式 在 (zo, Vo) 不 为 0, 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 在 Co, vo》 


| Ox1 Ov | 

| 8 0 0 
Ds .rs | 

| Oat BE 


现在 考虑 口 到 mao 平面 中 , 由 季 的 前 两 个 分 量 定义 的 贞 射 各 =mi(w 9)， ws 一 zalw, 四， 显 
然 这 个 映射 在 可 上 是 O07 类 的 , 因为 中 在 世上 是 0” 类 的 , 而 且 它 的 Jueobi 在 (wo，zo) 的 大 
个 邻 域 中 异 于 零 ， 因 为 它 是 连续 的 具 在 (zxo，%) 异 于 零 . 由 反 函 数 定理 ，D 中 存在 一 包含 
(Cu wo) 的 开 集 丙 ， 在 其 中 映射 是 一 一 的 号 有 一 个 反 和 藤 数 % 一 we 知 )，9 232，2)， 它 
在 mass 平面 中 的 一 个 开 集 不 " 上 是 Om 类 的 ， 这样 仇 * 到 六 中 的 复合 喘 射 
Pm Cums, We), WR, a) Bs rau Pa), Vs te) ) Es 
十 2 (UD 2), Yes, Wa)) Es 
me 十 2aB3 十 Vs(2U(24， ma), YD, ma) es 

是 号 申 定义 在 分" 上 的 OP” 类 Monge 片 ,其 中 人 W* 的 象 包含 Po 于 是 有 

定理 8.1 车 瑟 中 集合 有 一 CO” 类 正则 参数 表示 ， 则 对 旦 中 每 个 点 卫 存 在 8 中 一 


-一 一 Le 


| NN ” rat 


(所 ~ i 
| ~ 人 (人 ee 
一 “ x0r Io). 
二 一 一 Bd 


i 


人 6 委 第 作 意 多 这 闯 念 
包 侣 三 的 Monge 片 。 


3， 简 单 正 而 的 定义 


设 太 是 琴 中 一 点 集 , 它 有 一 个 满足 下 列 条 件 的 O"Kon 产 1) 类 府 标 葛 而 片 集 及 

《i) B 和 覆盖 必 , 即 对 于 心中 每 个 点 ,在 中 有 一 包含 卫 的 伐 标 曲 高 片 w 一 wCw, 42). 

《站 ) 如 中 每 个 坐标 曲面 片 一 w(w 分 是 如 中 一 开 集 人 〇 与 8 的 交 ,如 图 8-8 所 元 、 

态 和 名 中 侈 部 O* 类 坐标 贰 面 片 合 称 如 中 的 CO" 类 简单 曲面 。 

仿 上 油 足 土 述 条 件 G) 和 (i 的 坐标 上 牙 而 片 集合 吾 称 为 8 的 一 个 基 或 一 个 坐标 易 面 上 
表示 ， 于 是 , 若 对 平 瑟 中 一 点 集 只 可 以 找到 一 0” 类 苛 , 则 8 与 上 上 所 有 CO” 类 坐标 曲面 
片 的 集合 , 合 起 来 就 是 一 个 O* 类 篇 单 曲面 

注 汪 通常 把 点 集 8 本 身 叫 做 曲 冰 但 是 , 严格 地 说 米 ， 昌 而 出 妨 简 号 上 所 有 某 类 坐标 
曲 查 片 一 起 构成 . 

因为 对 于 j 生 ze，0” 类 函数 也 是 仿 类 的 , Om 类 基 也 是 0: 类 基 . 于 是 一 个 O" 类 简单 
山 面 总 可 以 用 办 加 上 所 有 0 类 举 标 曲面 入 的 办 法 扩张 为 一 0 类 简单 其 面 . 

例 8.8 (a) 球面 戏 十 唱 + 碍 一 1 的 上 举 球面 (不 包括 沫 道 ) 是 0” 类 简单 昌 而 ， 因 为 我 
们 可 以 取 0Q" 类 Monge 二 

Ede ves ts To oes, vita 


为 一 个 基 , 它 闭 六 了 上 半球 面 , 且 是 上 半球 面 与 开 集 三 自己 的 交 . 


Ts 
一 一 一 
-一 一 四 fa vy 
一 
0 
~、、 7 i 


一 pa PLT Wa0s 0) 
站 


了 妥 8-8 网 8-9 


《hb) 简单 地 面 没 有 边界 ， 例如 喧 十 班 十 下 = 的 包括 因 道 的 上 上 灶 球 面 不 是 人 简单 明证 . 
及 之 , 设 了 P(zy, %s, 及 是 赤道 上 一 点 和 中 一 (o 29) 是 上 半球 面 上 包含 卫 的 息 面 片 。 因为 
如 400 9) 是 包含 了 前 正则 崇 示 , 由 前 一 定理 ,存在 形 如 

We eat Le 
的 包含 卫 的 Monge 片 ， 它 定义 在 wws 平面 的 一 个 开 集 厂 上 上 ， 这 里 对 于 琴 中 的 (wy，s)， 
台 二 强 坏 1, 划 图 9 所 承 ， 但 仇 中 点 (wu za, 0) 的 每 个 邻 域 包含 不 在 于 中 的 点 ,这 是 不 
可 能 的 ,因为 到 是 开 的 . ， 
C6) 但 是 整个 球面 是 和 类 简单 曲面 。 我 们 可 以 到 六 个 Monge 片 
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VD= 土 /TMel Does + vse 
作为 一 个 基 , 这 些 半 球面 显然 覆盖 球面 , 并 上 且 每 一 个 是 球面 和 如 中 一 个 适当 的 开 兴 空间 的 : 
交 。 遍 如 , 晶 面 片 

mp1i are v1 mes 
是 球面 和 半空 间 wa>0 的 交 ， 
(ay 简单 询 面 不 可 能 自己 与 自己 相交 .例如 考虑 如 图 8-10 所 示 的 柱 面 , 假设 和 一 wu 
人 是 包含 交 缆 上 一 点 了 的 项 面 片 , 因为 w 一 w(w 0) 是 平面 中 一 开 


集 的 一 一 的 和 双 连 续 的 路 射 ， 它 只 能 在 交叉 面 的 一 片上 ， 另 一 方 人 > a 


而 如 中 包 售 卫 的 每 个 开 集 必定 含有 同时 在 两 片 交叉 面 上 的 点 。 | /个 ~ 
过 是 不 可 能 有 卓 面 片 包含 卫 而 又 是 把 中 一 开 集 与 柱 面 的 交 . (Tr 2 
设 忆 是 On" 类 简单 曲面 8 上 一 点 ,mw 一 w(z ) 是 8 上 定义 在 乒 _ 一 
一 开 集 UU 上 包含 呈 的 任意 举 标 曲面 片 , 如 图 8-11 所 示 ， 注意 车 
了 不 连通 ,这 则 面 片 在 酚 中 就 不 是 连通 集 ， 但 是 , 设 (w 人 是 如， 图 8510 


中 映射 到 卫 的 点 和 设 S(w, 9) 是 (u,v) 的 包含 在 可 中 的 球形 邻 城 ,因为 了 是 开 的 , SCw, 他 
存在 .全 限制 在 SCw o) 时 ,是 总 上 包含 卫 的 On" 类 连通 曲面 片 ， 即 有 ， 

定理 8.2 对 于 0" 类 简单 曲面 仿 上 每 一 点 卫 ， 存 在 一 个 8 上 包含 呈 的 0" 类 连通 此 
西片 。 


sw 全 
六 per ~ A 
Nn 0 } { 《2 人 
{ AN 二 \_、_/ 一 
~ 一 一 一 ~ 一 一 
f AS ~ 一 
TL pe AN pl 
\ 
加 SA 


图 8--11 


现在 假设 多 一 “(wo) 和 训 -w"(6， 四 ) 是 0" 类 简单 曲 画 8 上 的 向 个 有 非 空 交 @ 的 曲 
夯 片 ， 设 厂 是 如 平面 中 被 映射 到 侣 上 的 集合 和 全 :是 好 平面 中 被 w* 遇 射 到 G9 上 的 
全 ， 如 图 8-12 房 示 ， 因 为 各 * 是 一 一 的 ， 看 在 琅 到 WW* 上 的 ~- 一 的 参数 变换 9 一 
06 9), 四 一 (wv, 0), 使 得 对 于 下 中 所 有 (ww 增 有 (wy =="C6(2 )，$(u )). 在 
间 题 8.14 中 ， 我 们 将 证 明 让 是 开 的 , 0= go 7), 四 一 $(w， 浴 是 0” 类 的 ， 且 对 于 所 有 
{ws, v0). Jacobi (08, $) /Ou, oO. .i 
ww 平 合 中 一 开 集 更 到 她 平面 的 ontmzD 闫 虎 肝 0 一 0 9), 四 一 曲 (u, 0) 称 为 一 个 
克 许 参数 变质 ,车 它 是 一 对 一 的 , 目 对 玉 中 所 有 ( 必 0)7 Jacobi 8(8. 由)/8(u v)%0， 注 意 
直接 从 反 酌 数 定理 闻 得 , 若 0 一 0(w， 0), 几 二 站 (tw，) 是 以 夺 " 为 象 的 允许 参数 谈 换 ， 则 丁 * 
是 开 的 , 反 函 数 w 一 x(2 四)， v=v(6, 匠 ) 在 万 是 0" 类 的 , 且 对 分 "中 所 有 (8, 二) 有 
区 vw) -1356 ) 上 
Jacobi-2eu px 人 ; 0, 
呈 多 旗 参 数 变换 内 这 沉 扩 是 多 许 帮 数 变 拉 由 上 所 述 我 们 有 
定理 8.8 在 0” 类 简单 曲面 的 两 个 磺 标 昭 面 片 的 交 上 ; 参数 是 用 0" 类 允许 坐 标 变 
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AZ 《 2 ) j 
(2 
~ 一 Se 
四 \ 
/wy vv ~、 
7 、~、/ ao { \ \ 
\ 7 HA 1 
\ -7 NA 
~ ~ 、 
' 图 8-12 图 S13 
换 由 联系 的 . 
例 8.4 方程 


WB Est MT Es, + 
和 w= (00s0sin yet (sing sin tb)est (Coon)es, O<O<m, Oc 
在 球面 噶 十 品 + 避 =1 上 定名 了 0” 类 奉 标 曲面 片 . :它们 的 交 如 图 8-18 所 示 , 是 半 个 上 半 
球面, 在 这 个 交 上 我 们 有 参数 变换 = ecoggsin 几 和 o<singsing, 0<9<w, 0< 由 <w/2, 这 
个 映 甘 是 一 一 的 ，0” 类 的 ， 且 因为 0< 罗 < 各， 
, Be 2w) /C0, B) =Hin eos 中, 

逆 变 的 是 parccos/ T—m 7, 日 一 arecosa (w+ wo), 
其 中 必 二 <1 和 59>>0. 

利用 此 而 的 给 定 的 基 所 确定 的 性 质 可 能 依赖 也 可 能 不 依 豆 于 具体 的 基 的 选择 ， 若 它 不 
,我 们 说 这 竹 质 是 曲面 的 上 性质， 具体 地 说 , 一 个 局 部 性质 是 曲面 的 性 质 ， 当 且 仅 当 
它 与 允许 参数 变换 无 关 . 


4. 切面 和 法 线 


设 灾 一 oo 0) 是 0" 类 简单 则 丙 上 的 曲面 片 , “mw 的。 v2 一 v2) 是 参数 平面 中 的 O" 类 
正则 曲线 O， 现 在 考虑 O 在 曲面 上 的 象 一 y( 引 一 sw(u( 引 ，v( 人 六)， 蕊 然 8O 是 0" 类 函 
数 , 因为 它 是 0" 闫 函数 的 复合 函数 。 而 县 对 于 所 有 吉 切 向 量 Wg/H 关 0， 否 则 ,因为 对 于 所 
有 Cw 0)， ww X To 到 0, 放 ws 和 ws 线性 元 关 ， 于 是 对 于 某 个 纪 著 


dy /dm we ta, Be 0, 


则 大 du/WH 一 0 利加 / 桓 T0。 俱 这 是 不 可 能 前 ， 周 为 @ 是 正则 的 ， 于 是 参数 平面 上 的 等 一 
0C" 类 正则 曲线 “一 w( 鸭 ，9 一 e 人 的 肤 射 到 井 画 的 Om 类 正则 沿线 me 一 区 一 (x 人 的 ，wG) 
上 ， 

很 设 现在 我 们 愉 曲 面 上 的 0” 类 正则 时 线 症 一 9 人 为 入 手 ， 由 乎 可 能 找 不 到 包含 整个 曲 
线 的 单个 的 誉 标 草 面 片 ， 让 我 们 考虑 曲线 包含 在 坐标 曲面 片 一 2(w， 吧 中 的 任意 连通 部 
分 ， 因为 2(w, v) 是 一 一 的 ， 在 参数 平面 中 存在 哗 一 的 巾 线 0, w=w(t，w 一 v(t)， 
多 ( 朱 一 和 (人 鸭 ，2 人 的 )， 可 以 证 时 也 是 正则 的 且 是 O* 类 的 . 于 是 局 部 地 曲面 土 的 香奈 


8S.L 基本 内 容 [L167] 
oO" 类 正则 曲 缆 w=y( 引 是 曲面 片 = 婴 (ww，%) 的 参数 平面 中 的 唯一 一 条 Om" 类 正则 曲线 
V4( 拉 ,V0( 和 的 每. 
非 零 向 量 全称 为 在 点 卫 与 曲面 8 相声 ,如 
著 S 上 有 一 过 卫 的 正则 曲线 侈 =y( 引 使 得 了 
~=0y/dt， 著 w=w(w, 0) 是 包含 卫 的 曲面 片 和 
T=) =mCu(E), vO) 


划 te 


乎 是 曲面 在 卫 的 切 向 量 与 在 了 的 醒 个 线性 
独立 的 向 量 ws 和 2 线性 相关 ， 如 图 8-14 所 未. 
我 伯 记 得 ws 和 ,分别 与 参数 曲线 和 四 参数 曲线 相 切 ， 而 与 x。 和 w。 线性 相关 的 
每 个 菲 零 问 量 是 过 了 的 基 条 曲线 的 切 向 盟 2g/d， 它 的 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 
过 中 且 平行 于 在 卫 的 几 和 的 平 面 称 为 8 在 卫 的 切 平 西 简称 切面 。, 轩 上 述 可 知 ， 
它 不 依赖 于 包含 卫 的 尾 拟 曙 夯 片 , 且 - 非 零 向 量 下 与 六 在 卫 相 切 , 当 且 仅 当 它 学 行 于 在 三 
的 切 平面 ， 显 然 在 佣 拆 曲面 片 m 一 &(w 区 上 的 一 点 的 茹 平面 为 
Y=B+ hE bP, — oo<h, hoo. (8.1) 

在 曲 画 的 每 一 点 卫 用 两 个 方向 相反 的 单位 向 量 , 它们 都 种 直 于 在 已 的 切 平面 ， 我 们 将 
会 看 到 , 不 一 定 能 在 每 一 点 选 定 其 中 一 个 方向 , 使 得 它 在 整个 曲面 上 连续 地 变化 ， 但 是 , 在 
任意 一 个 借 标 曲面 片 z=w(w， 习 上 我 们 约定 选取 与 在 卫 的 mm 和 wo 构成 右手 系 的 向 最 。 
即 取向 是 困 一 总。 显然 朵 是 单位 长 的 目 委 直 于 在 了 的 初 平面， 因为 它 委 直 于 wa 
和 wo 并 且 因 为 ws 和 we 至 少 是 Ch 类 的 和 mux wz 0, 它 在 数 面 片上 连续 变化 , 疝 量 罗 称 
为 曲面 在 卫 的 单位 法 向 量 

车 ww*(g, 四) 是 任意 别 的 包含 了 的 佣 标 是 面 片 则 在 交 上 ， 


WX WS (Pitot Bo00) X Cutst Weve) ~ Cou x wo) (ooe 一 woo) 


~ (wu, 二 

(LyX wo) G0 By 
于 是 Xe WusX Wo OH, ») Oly, ») 
于 是 全 Ya mT G0 3 机 


on ( 允 史 ) . 
喜 六 在 卫 与 人 有 同样 的 指向 , 当 且 仅 当 在 PP, 8(w, 5)/8(9, $8) >0. . 
在 尾 何 情况 下 , 过 卫生 直 于 在 卫 的 切 平 面 的 直线 都 是 不 依 癌 于 举 宗 明 面 片 的 , 我 们 狐 
它 为 曲面 在 了 的 法 线 ， 因 此 在 x 的 法 级 为 二 本 
y=wihN, ~—oo<h<o0, (8.2) 

. 例 8.5 当 一 个 贺 绕 其 所 在 平面 上 一 定 直线 转动 时 ， 生 成 一 环 面 ， 假 设 圆 在 mazo 平面 
补 , 中 心 在 w1 坦 上 , 到 原点 的 距离 为 1 尘 径 是 a(&<< 们 ， 考 虑 它 绕 om 轴 转 动 一 个 和 角 后 的 
情形 ,如 图 5-15 所 未 ， 若 各 是 从 原 点 到 刚 心 的 向 量 和 是 加 的 半径 向 量 , 则 

(beosb)ert (bsind)es | 
和 和 r= (gsing cost)et (asinW sind)est (a0088) es, 


168i 和 污 八 章 曲面 概念 


其 中 名 是 ”与 2 轴 构 成 的 角 ， 西 下 
T—UiP mbiasing) (cos0)et+ (b+asing) {sind)est+ (go005 8)es, 

其 中 一 co 所 6 之 oo， 一 oo 之 $ 之 oo， 显然 罗 是 0 类 的 ,而且 

Ye 一 一 (十 cs 由)(sin ert (b+asing) (co0) es, 

Wem (topoon et (acost dnd)es— (usin 由)es 
和 lwex wl] = ab+asng)(—sing eo es — (sing sind)es— (009 $)esl 
. =abtasing) 0, 
对 于 所 有 的 (6, $)， 于 是 是 环 面 上 0" 类 正则 参数 表示, 环 面 是 简单 曲面 、 我 们 可 以 联 
上 述 表示 的 足够 岁 的 第 此 措 接 的 部 分 表示 作为 基 , 只 要 它们 是 一 一 的 并 且 覆 盖 环 面 ， 例 如 ， 
容易 验证 把 z 限制 在 她 平面 的 下 述 三 个 开 集 : (a) 0<8<2m, 0<$<2r，(b) 一 x 
mr mB (0) 一 (2)r<O<(3/2)m， 1/ /2 就 可 得 一 个 其 《9.9) 
参数 平面 中 每 一 正则 曲线 映射 到 环 而 一 正则 曲线 上 。 便 如 ， 垦 标 直线 6= 常 数 英 射 到 则 面 
上 由 参数 曲线 中 ， 它 与 生成 环 面 的 圆 一 样 。 举 标 直 缓 贡 = 常 煞 映 射 到 曲面 上 的 日 参数 昌 线 
中 , 它 是 环 面 上 的 母 贺 上 一 定点 绕 zs 轴 旋 转生 成 的 圆 。 注意 wo*ws 一 0， 所 以 曲面 上 的 参 
数 曲 线 正 交 .。 有 趣 的 是 参数 平面 中 的 直线 0 一 请 9 一 太 ， 天 是 焉 整数 ， 在 环 面 上 的 象 是 阳线 

wT— {b+ ogni) cost)ert (b+asin kd) (sin te (coskt)es, 
它 是 环 面 上 的 螺旋 组， 它 强 绕 环 而 怡 好 万 次， 如 图 8-16 所 示 ， 环 面 上 的 单位 法 向 量 是 向 
量 


-1 (sin boop)es 
—(sin$sinO)es— (cos)es, 

这 时评 在 曲面 连续 地 改变 ， 它 指向 环 而 内， 与 生成 加 

的 半径 向 量 

r= (gsingeof)et(asngsindet (acosg)e 


图 8-16 


的 方向 相反 。 


5. 简单 曲面 的 冰 扑 性 质 
简单 曲面 是 连通 的 ,如 车 它 作为 枉 中 一 个 点 集 是 连通 的 ， 于 是 8 是 连通 的 , 如 车 不 存 


88.1 基本 和 内容 [189] 


在 王 中 开 集 0 和 0s, 它们 覆盖 妨 关 与 8 有 非 空 不 相交 的 交 , 在 问题 8.23 中 我 们 将 证 明 。 

定理 8.4 若 瑟 是 连通 简单 曲面 ,P 和 是 上 任意 丽 点 , 则 存在 一 连接 P 和 日 的 正 
出 弧 ， 于 是 一 连通 曲名 是 由 正 册 红 所 弧 连 接 的 . 

在 河 题 8.22 中 我 们 还 将 证 明 有 趣 且 很 重要 的 

定理 8.5 设 S 和 人 是 简单 山 面 ， 其 中 请 是 闭 的 ,了 J 是 回首 的 ,月 包含 在 TT 中, 则 请 
作为 配 中 的 点 集 等 于 工 、 

于 是 一 个 闲 简 单 曲 面 ， 在 它 不 能 十 一 个 连天 简单 申 画 的 真子 集 这 种 意义 下 ， 十 完全 
的 . 

简单 曲面 是 紧 至 的, 如 车 它 是 瑟 中 一 个 紧 致 点 集 ， 于 是 8 是 紧 致 的 ,如若 它 是 读 的 和 
有 界 的 。 于 是 一 个 紧 致 晶 面 没有 开 的 边 。 它 必须 是 大 小 有 限 的 和 在 每 一 个 地 方 都 密闭 得 如 
球面 或 环 面 那样 : 

虽然 可 定向 性 也 是 简单 曲面 的 一 个 拓扑 性 质 , 并 且 可 以 用 连续 性 等 概念 定义 它 , 我 们 还 
是 用 曲面 上 的 微分 结构 《坐标 曲 西片 ) 定义 它 ， 即 ，- 简 单 曲面 如 是 可 定向 的 ， 如 沙 存 在 
有 的 一 个 基 ， 便 得 车 w 一 wtw 2) 和 多 一 %"(8, 内 是 基 中 任意 两 个 搭 接 的 坐标 乾 面 片 ， 则 
在 措 接 处 有 (ww 2)/8(6, 史 >0。 我 们 知道 法 向 量 入 和 六 "在 一 点 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 
(ww)/8(8, 四 )>0， 于 是 请 是 可 定向 的 ， 当 且 仅 当 可 以 在 这 曲面 上 定义 一 个 在 曲面 上 连 
续 变 动 的 单位 法 向 量 . 

真 观 上 , 定向 申 面 是 在 其 上 指定 了 在 曲面 上 达 续 变动 的 法 方向 的 可 定向 册 面 ， 精确 地 
说 , 设 8 是 豆 中 一 点 人 和 设 刀 是 加 上 满足 下 述 条 件 的 G" 类 举 环 曲面 片 集 

(i) 五 中 有 一 华 标 曲 画 片 集合 构成 的 一 个 革 ， 

《ti) 车 ww(u, 中) 和 w 一 w*(9， 中 ) 是 五 中 任意 两 个 撕 搂 的 华 标 曲面 片 , 则 在 其 交 上 

Olu, ©) /O80, 办 > 站 
(Hi) 五 是 最 大 的 ， 即 ,车 把 上 一 个 不 在 五 中 的 举 标 罩 面 片 潍 加 到 到 中 的 , 性 质 (i) 
六 成 立 

点 集 昌 和 保全 所 全 超 米 是 一 个 0 关 定 向 简单 由 而 

注意 ， 若 简 闻 槛 面 是 可 定向 的 ， 可 以 在 一 个 消 忠 (的 此 的 莫大 上 添加 上 所 有 使 衬 仿 
然 保 持 (i) 的 点 标 曲面 片 使 它 定向 ， 记 一 个 连通 可 定 
向 曲面 B 训 以 用 亢 种 且 仅 可 用 了 钠 种 方法 定义 ; 她 上 
的 举 标 曲面 片 属于 集 有 和 遍 中 之 一 个 , 其 中 每 一 个 
都 满足 上 述 G、( 芝 和 (Ga 证 明 留 给 读者 作为 练 


最 后 ， 我 们 定义 初等 曲面 为 有 单个 坐标 曲面 片 攀 
成 的 基 的 简单 曲面 因此 初等 简单 利 面 同 胚 于 平 而 中 
一 开 集 呈 可 定向 的 ， 例 8.6, 球面 和 球面 是 连通 、 紧 致 图 8-17 
和 可 定向 简单 曲面 的 例子 .. 椭圆 扫 物 面 和 平面 是 过 通 初等 更 宙 的 刘 子 .图 8-17 认 示 的 
Moepius 强 是 不 可 定向 的 。 吉 图 中 所 宕 明 那 样 ， 一 个 法 自 量 当 它 绕 册 面 祷 续 恋 动 时 转 到 了 
济 反 的 方向 。 : 

注意 ,除非 另 有 说 明 ， 我 们 假设 昌 面 是 连通 的 。 于 是 所 请 <O" 类 简单 帆 耐 ?" 措 的 是 “0” 
类 连通 简单 曲面 


[x90] 剖 人 亲 直面 概 从 
8$8.2 问题 及 其 解答 


1， 正则 参数 表示 

6.1 证 明 : 车 了 (w 是 0" 类 的 ， 出 w 一 we1+ves 十 了 (ww V9)es 是 Or 类 正则 参数 表 
A 

证 : 因为 了 是 0” 美的, w 是 C” 类 的 , 且 

0 一 B1 十 ea oo 一 Ca 十 Foea 

和 和 . [max ae| =|— fuer~ festes| — [f+f +HY 0, 
故 得 证 - 

8.2 证 明 w-(asingoos0)est (bsingsind)est (ccost)es, o, b, o>0 一 co<8< 
co 0<$<m, 是 在 (0 0 02 和 (0, 0， 一 0) 员 了 孔 的 糖 回 面 的 0" 正则 参数 志 示 , 如 图 3-18- 
所 示 ， 措 述 9 参数 曲线 和 中 参数 曲线 . 


证 : 于 + 全 + in orb +sina $sin0 +oon$ ~ 1, 
而 且 ts 一 58in 路 sin 的 el 十 (8 sing oosf)e,, 
204 一 {Gco3 负 co8G)ei 十 (5 cos 由 sin bea 一 (csin 中)es 
和 Ilgox ws|—|(—bosin goosg)e— (aosin’ fsinO)es— (ab sing cos®)esl 


=—.|sing|[(osin +5?008 0) 0 gin’ $+ ob? cos 的 二 2. 
我 们 可 以 假定 902o<5eo0, 刚 对 于 0<$<wm， 
Iwox wel> |sin | [Coasinag 4 orc08 0)or sin + otcos: $1 | 
一 |sin gles 关 0， 
而 生计 是 0” 类 的 ,于 是 ww 是 0O" 类 正则 套数 表示 。 扩 


参数 曲线 ( 罗 一 常数 ) 是 椭圆 面 和 水 平面 旋 ws 一 oc0s 闻 ， 
EAN 0<$< 的 交 线 ， 它 们 是 机 区 


OF 号 + 嘲 -ee 
多 东 参 数 邮 线 (6 一 常数 ) 是 棋 国 面 和 半 平面 族 
图 人 、 mt Rooad, wa—bRsind, 


五 >0 的 交 线 , 它们 是 半 椭 园 ， 因 为 , 车 用 到 原点 的 距离 来 把 这 样 的 半 平 面 与 mwa 平面 的 交 
线 参数 化 , 则 


Bi 


(oo08 有 六 Sin Ot 一 
一 人 人， 站 人 0) 


其 中 中 =ozeos0 十 jsinsp, 所 以 交 线 是 半 梢 加 三 + 三- i>0. 


8.3 旋转 曲面 是 由 一 平面 曲线 C 绕 其 平面 圭一 直线 工 旋转 而 得 的 曲面 ，0 称 为 轮廓: 
线 , 荆 称 为 S 的 轴 ，O 的 不 同位 置 称 为 S 的 经 线 , 而 0 上 每 一 点 生成 的 图 称 为 & 的 纬 线 。 
著 o4= 了 ( 提 , za 一 g( 和 ,4 之 i<B, 是 zws 学 面 中 0" 类 正则 曲线 0, 且 了 >0; 证 明 
T= {flos0)et(fF tsinO erg)es, ~—%<0<+o0, 
是 由 口 绕 we 转 旋 转 而 得 的 曲面 的 C” 类 正则 参数 表示 并 证 明 + 参数 曲线 ( 弘 线 ) 和 58 参 


&8.2 问 厢 及 其 解答 E191J 


数 卜 线 ( 纬 线 ) 正 交 . . 

证 ， 设 (ga，gs，99) 是 (Cl，eo，e9) 绕 za 轴 旋 转角 9 而 得 的 一 个 基 , 如 图 8-19 所 示 . 轮 
廊 曲 线 枉 一 了 六， 加 一 9 (区 上 一 点 的 位 置 向 量 ， 当 它 在 包 食 9i 和 9s 的 平面 中 时 ， 是 一 
了 (D919( 让 gs 但 是 g 一 (cos0)err (sin 的 es 和 gs 一 2s, 说 起 

wm (ft)o080) ert (Ft)sind) erst g(t)es. 
因为 了 和 g 是 0" 类 的 ,w 是 CQ" 类 的 . 而且 
一 (fcog 的 Bi 十 (六 sn 有 ea 二 yes wo—(—/f sind)et(f coos)ea 
和 ， lwx wo| 一 | 一 (97eos0)e: 一 (9 了 si 的 ea 十 六 Fes 
f(g) TF) 0. 

因为 />0 和 和 -了 f(D， za 一 9 的 是 正则 的 , 于 是 w 是 正则 的 和 0" 类 的 . 又 由 wirwo~0, 得 
t 参数 曲线 与 0 参数 出 线 正 交 。 


Xs 


图 8-19 8-20 


B.4 直 纹 曲面 是 单 参数 直线 族 生成 的 曲面 ， 各 种 位 置 的 生成 直线 称 为 曲面 的 母线 . 设 
如 一 y(w) 是 O" 类 正则 有 曲线 ,g( 诊 是 党 y 一 y( 愉 的 CO” 类 非 零 向 量 。 证明 车 各 9g 是 0 类 
前 ,及 对 所 有 (ww 2)，(2 守 wg") X90， 则 ww 一 yw) 十 wg (只 是 直 纹 面 的 0O" 类 正则 参数 表 
示 . 井 面 上 述 形式 的 参数 化 称 为 直 纹 形式 参数 化 ,曲线 一 8) 称 为 参数 化 的 底 曲 线 ， 注 
塌 柱 面 ( 例 8.T(o)) 是 有 平行 母线 的 直 纹 耐 ， 即 g 一 常 矢 . 

证 ， 如 图 8.20 记 示 ,曲面 上 一 动 点 是 一 y(w) 十 og《4), 其 中 是 沿 母 线 的 参数 ， 友 
是 0" 类 的 ,因为 y 各 9 是 Or 类 的 ， 六 


Yo 一 人 型 + 至 ， Tou, 
是 下 区 的 , 当 且 要 当 对 于 及 有 (w 加 
wuxwe (Wt )xgr0, 


故 得 证 ， 注 意 上 述 表 示 中 “一 常数 的 。 套数 曲线 是 母线 自己 ， 

8.5 证 明 双 曲 执 物 面 cs 一 壹 一 丰 是 双 直 终 西 ， 即 它 可 以 用 两 族 不 间 的 直线 生成 。 求 
这 曲面 用 两 族 母 线 下 示 的 家 纹 形式 的 参数 表示 . 

解 ， 注 意 , ms 一 (2 一 2g) (mi 十 m3), 于 是 平面 m4 一 m4 一 wo 与 曲面 的 交 线 披 平 而 1 一 63 一 wo 
和 zs 一 wolmi 十 wa) 确定 的 直线 ， 所 以 我 们 可 以 令 04 一 ws 一 四 十 四 一 二 使 得 


下 一 二 (e+ 加 ， (wo), 和 23 一 ww。 
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这 给 出 表示 wt) et so)ert wes, 


共 中 0 一 常数 的 参数 曲线 和 w= 常数 的 。 参 数 曲 线 是 直线 。 于 是 双 耻 面 是 双 直 纹 面 ， 把 
区 改写 为 


w= (Fuerte 十 人 (eetues) =y (0) Tog Ce). 
这 给 出 一 个 直 绞 形式 的 表示 , 其 中 


1 
2- 志 Ye 十 可 We. 


。—0 的 % 参 数 昌 线 是 底 曲 线 ，g = (得 e: 一 下 sves) 指向 在 w 的 9 参数 曲线 的 方向 ， 区 
似 地 ， | 
人 人 
是 让 绞 彩 式 的 天 示 , 其 中 40 的 参数 遇 线 g 一 于 vex 一 走 se 是 诬 蜂 线 ,而 
go- (de etves) 

是 在 。 的 参 数 府 线 的 方向 向 量 . 

8.6。 正 尽 稚 曲面 是 以 平行 于 平面 证 温 过 一 季 寺 于 这 平面 的 直线 工 的 直线 为 母线 的 
直 纹 而 ， 喜 线 开 儿 为 囊 欠 明 面 的 畏 , 若 取 开 为 se 钠 , 如 图 8-27 所 示 , 证 阴 足 锋 才 而 有 如 下 


形式 的 参数 表示 
Wy C08O(u) et (vsin dl) ) eat+ves 


其 中 国 数 9 是 母 级 与 mas 平面 构成 的 角 。 证明 来 示 
十 正则 的 和 0” 类 的 , 倘若 0(w) 是 2” 类 的 话 . 
证 ， 我们 取 m 轴 , 8 一 wes 为 曲面 的 底 上 曲线, 因 
为 母线 平行 末 os 平面 ， 母 线 方向 的 单位 向 量 作 为 
刀 的 函数 可 以 写成 ， 
Y—(eo80(u))et (sin OCu)) es, 
所 以 尹 一 2 二 28 ， : 
一 (beos 有 ba) ) ert (Veind(u)) esi vues 
图 8- 叶 是 昌 面 的 直 纹 形式 的 表示 这 里 
站 一 《一 sing Je 二 (8 cond(w)) Eat ea, 
Wo— (C08 Ou)) e+ (sin OW)) es, 
[zsx ol =—| (~sin ds))et (eosO(w))es— od'esl 
一 [362 十 和 二 0 
对 所 有 (oo， 由 于 是 俏 若 9(w) 是 O" 类 的 ， 则 ww 是 OC" 类 正则 起 示 ， 注意 若 8z0， 丽 数 
8(w) 有 逆 聊 数 , 则 面 有 如 下 形式 的 表示 
T= (VCO8O er (voingd) estu(d) es. 


2. 简单 疮 面 
8.7 证 明 多 = wet 二 2es+7(Gu Wes 是 Cr 闫 举 标 曲面 片 ， 当 且 仅 当 .jKe 是 Om 类 


2 机 是 及 其 解 符 [7 村 


药 ， 

证 ， 由 问题 8.1，w 是 0" 类 正则 参数 表示 剩 下 只 权证 明 z 是 一 一 的 和 它 的 逆 映 射 
是 连续 的 ， 因 为 oi 一 wz4 一 v, 因 此 ww 中) 一 2《w ,wv ), 审 昧 着 一 w 和 wv 一 所 以 zw 是 
一 一 的 ， 首 映射 是 x 一 zz, 2 一 za, 旧 是 连续 的 ， 于 是 吕 是 C” 类 坐标 山 面 片 ， 

8.8 ”证明 喘 射 “一 zez-wwes 十 v2es 是 第 一 象限 zs>>0，u>0 上 是 C" 类 举 标 曲面 片 . 

证 ， 显然 和 是 0” 类 的 , 且 
Tuxiws| 一 |202e+ —4uwvest D0s| =2 VTA 0, 
对 于 ww>0 和 %。>>0， 因 为 z= 避 和 zs 一 wv, 因 时 名 (uw 9) 一 w(W， 9) 意 球 着 这 二 和 ww 一 
wu， 因为 w>0 和 内 >0, 因此 ww 2 一 ww， 于 是 映射 是 一 对 一 的 ， 逆 演 射 是 w 一 ~ %1， 
2 一 /MM wr ， 因为 v0, 我们 有 za4>0, 于 是 道 喘 射 有 定义 并 连续 ， 故 映射 是 0” 类 航标 曲 
面 片 . 

8.9 证明 双 则 驰 物 面 一 他/ 一 二/ 妈 是 O" 类 简单 曲面 . 

证 : 机 射 


Tm trest (WH/a— o/b)es 

是 0" 类 Monge 曲面 片 (所 以 是 一 个 真 的 仅 标 临 面 片 )， 它 聂 盖 曲 面 且 是 曲面 与 开 集 加 的 
交 . 

8.10 井 西 常常 用 隐 式 表示 ， 即 它 作为 如 中 一 个 满足 形状 为 了 (wy, aa as) 一 CC 是 常 
数 ) 的 方程 的 点 集 - 作为 隐 函 狼 定 理 ( 可 在 任意 一 本 高 等 微 积 分 教程 中 找到 ) 的 一 个 推论 , 8 
和 8 中 所 有 0" 类 学 标 曲面 片 合 在 一 起 是 一 个 简单 曲面 ， 倘 车 /是 0” 类 的 且 在 的 每 
一 点 偏 导 数 .fo.， fw，fo, 中 至 少 有 -~ 个 异 于 零 的 话 。 用 这 个 判 昔 法 确 定 。 取 何人 时 ， 
达 一 2x: 十 mazs 一 6 是 简单 曲面. 

解 : fa 一 201 一 2, fw 一 we, fe, 一 to, 当 且 仅 当 1 一 六 aa 一 0 它们 同时 为 但 妾 
且 仅 当 0 一 一 1 时 , 它 才 是 满足 避 一 204 二 2pmgmo 的 点 ,于 是 对 所 有 6 六 一 1 吕 一 221 寺 tg= 
2 是 简单 曲面 . 

8.11 二 次 曲面 是 下 述 形 式 的 方程 定义 的 曲面 


f= 广 e +b. 
利用 这 村 讼 扫 可 以 证 明 疾 进化 的 二 次 时 面 可 记 训 为 图 3-22 中 的 6 个 章 贺 中 前 一 个 - 


7 
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如 
《本 加 面 ; 入 + 委 + 芒 1, 


《人 双 浊 面 ( 单 叶 )， 仆 二 全 一 莹 -1 
《8 


双 北 而 ( 汉 叶 )， 修一 笑 一 从 1。 
(四 椭 回 扫 匆 面 ，- 生 + 全 -mm-0.，， 


> 


os 


加 双 攻 革 物 面 ，- 吕 一 各 一 m0. 


人 @) 二 次 信 面 ， 可 + 器 一 玲 0, (zw mw mo 
利用 8.10 和 的 六 法, 证 明达 和 一 册 而 蚌 0 类 入 出 

证 : 对 于 /一 蔡 土 改 主 半 ， 有 天 一 各 fa- 二 敬 ,fo 十 池 ， 当 且 仅 当 
(zz, zs m) 一 (0，0,，0), 它们 同时 为 零 ， 但 原点 不 在 曲面 ( 太 ，(2) 和 (8) 上 ,而 在 (6) 又 已 被 
除去 ， 对 于 莘 下 两 种 一 -全 二 个 一 mo, 有 f= 一 1 二 0. 在 所 有 情形 中 是 0” 类 的 ， 记 以 


每 一 种 都 是 0" 类 简单 曲面. | 

8.18 证明 正则 参数 表示 是 局 部 一 一 的 和 双 连 续 的 。 即 若 =“~w(w 们 基 定 义 在 开 集 
?上 的 正则 参数 表示 , 证 明 对 于 “中 每 个 (w 切 ， 存 在 一 邻 城 Bo ,在 其 上 避 是 一 一 的 
和 和 双 连 续 的 . 

证 :回忆 定理 3,1 的 证 明 , 因为 Jacobi 敌阵 的 匆 是 2 我 们 可 以 假定 在 每 个 (w, 只 存在 
一 个 定义 在 包含 (w， 功 的 开 集 本 上 的 带 有 辣 关 道 映射 的 吧 31 类 映射 一 21(%， 9)，w 一 
zz(w 候 和 一 个 定义 在 到 的 象 上 的 Monge 片 “一 21e1-+ zoes 十 J (mss os)es， 使 得 w 限制 在 
W 时 是 复合 映射 


Pd, VOT Hald, vatf (nu, 0), valth, 4))es. 


即 在 歼 上 , 是 两 个 一 一 双 连 续 映 射 的 复合 观 射 。 放 它 本 身 是 一 一 双 连 续 的 .命题 证 毕 . 

. 8.18 可 以 证 明 著 人 =e(w，w%) 是 简单 曲 贡 SS 上 的 举 标 曲面 片 和 了 是 =x(w，%). 上 
一 点 , 则 在 加 中 存在 一 球形 邻 域 瑟 (了 ) 使 得 SP) 与 曲面 驴 的 交 包含 在 曲面 片 % 一 wlw, 5) 

中 。 利 用 这 个 结果 证 明 S 上 每 个 曲面 片 是 8 与 8? 中 一 开 集 的 交 。 由 此 得 出 任意 一 覆盖 简 

单 曲面 8 的 坐标 曲面 片 集合 是 8 前 一 个 基 。 

证 : 设 和 是 性 意 一 由 曾 片 w 一 ww， 名 在 的 象 。 对 于 从 中 每 个 王 有 8CP) 使 得 
SB(P)NSCG。 设 0~LjS(P}. 注意 0 是 开 的 ， 因为 它 是 开 集 的 和 。 现在 假设 人 是 他 中 
一 点 因为 SRS49), 因此 QEO 一 [SCP), 又 有 QE8, 记 以 QESNO, 于 蚌 Gc8noO. 
反 过 来 ,假设 QESNO， 因 为 SNO=SNn [SCP)] = HISNS CP)], 因此 @ 属 于 某 个 


SNa(P)， 但 SNS(P)CG, 所 以 QEG， 于 是 8nOcG, 因此 , GSN0， 这 就 是 也 要 求 
的 结果 , 即 S 中 每 全 曲面 片 是 8 与 李 中 一 开 集 的 交 。， 

8.1 设 人 一 ww 和 w 一 w*(9， 罗 是 简单 明 面 8 上 的 符 标 曲 而 片 它们 分别 定义 站 
开 集 己 和 世上 且 在 只 上 克 捞 接 的 象 G 和 G.， 设 钱 和 WW'* 分 别 是 口 和 厂 有 映射 到 G9" 上 


节 3.3 问题 及 其 解答 [175} 


的 子 集 . 证 明丽 和 到 * 是 它们 各 自 参数 平 面 中 的 开 集 . 

证 ， 设 (tw， vo) 是 玉 中 一 点 ， 其 象 为 G4NG* 中 点 Po、 设 中 (Po 和 品 (Po) 是 ,Po 的 邻 
域 , 其 使 得 8,(Po) 由 SCG 和 (Po) SCG", 假设 e<5， 则 SC 了 Po) NSCGNG*， 因 为 
色 (ao J) 连续 , 存在 Ba 《wo, vo) 使 得 对 于 Sa nD 中 所 有 (wv)，%wCw, %) 在 Ss( 了 Po) 中 , 放 所 以 
在 GNG* 中 ， 但 如是 开 前 ,于 巧 对 于 尾 够 小 的 3a, 有 Su(uo， wo)，, 使 得 对 于 ;Sukuo wo) 中 所 
有 (Qu, 罗 w(w，) 在 GNP 中 ， 即 对 于 Bikwo，20) 中 所 有 (we， 鸭 ，(w 切 在 本 中 。 因 为 
《iw, v0) 是 歼 中 任意 一 点 ,因此 玉 是 开 的 ， 类 似 的 论证 可 得 全" 是 开 的 . 

8B.15 设 > 一 w(o 5v) 是 O" 类 简单 曲 巩 SS 上 的 坐标 曲面 片 ,定义 在 可 上 , 有 象 G, 并 设 

Mm (m1 va) m1+ m9 oS (my ta) Cs 

是 上 的 Monge 片 ,定义 在 江 集 V* 上 , 宵 包 含 在 人 @ 中 的 象 Go 如 图 8-23 所 示 ， 证 明 存 在 
如 中 一 开 集 形 各 玉 到 下 上 的 0” 关 一 一 映射 中 一 mo， 从， 中 一 za(w 中， 这 里 对 于 琴 
于 所 有 (w, 切 , 有 aaa ma)Ma(w v) 到 0, 使 得 在 玉 上 ow 一 wtw, 人 是 复合 遇 射 


wm (pu, o), walu, 0)), 


i 
KA, 0) 


图 8-23 


证 ， 由 前 一 问题 , 存在 可 中 一 开 集 全 使 得 w 喘 射 信 到 御 nF=G* 上 ， 因 为 和 和 ww* 
都 是 一 一 的 ,有 玉 到 让 上 的 一 一 贞 射 2 一 m2(w 0)， wa 一 wal，%) 使 得 在 W 上 ww(w 0) 一 
oa(w 0)， zakws 9)),、 剩 下 证 2 一 w4Cw， 0)， za 一 wabW 9) 是 O”" 关 的 和 8C%w3, 9) /8(4, 二 
天 0. 因为 9 一 m2《%w 9) 和 ws 一 malw, 2) 就 是 ww 一 w(w 的 前 两 个 分 量 ，w《w, v0) 是 On 
类 的 ， 因 此 s. 一 23w, ov} 称 mp~ws(w 4) 是 O" 类 前 ， 最后， 一 wbu, 从 和 和 一 "fa oa) 
的 Jacobi 矩阵 的 秩 在 每 一 点 是 2， 两 个 函数 在 每 个 点 的 徽 分 是 它们 各 自 的 平面 中 的 向 量 到 
环 中 一 平面 的 一 一 线性 映射 ， 我 们 知道 复合 函数 前 微分 是 单个 陕 射 的 贷 合 线性 映射 ， 于 是 
tc 一 (2)，za 一 wa(w，0) 在 每 个 点 的 微分 是 ww 平面 中 药 向 量 到 wiws 平面 中 的 向 量 的 一 
一 线性 映射 、 故 wmaako 0)， ws 一 za(w， 贡 的 Jacobi 丝 阵 的 秩 在 每 一 点 也 是 当 部 对 于 所 
有 Cw, 人 

| x/0u BrpiyBu 
|avs/9u Bra/0v|™ ? 
问题 得 证 . 

8.16 证 明定 理 8.8， 即 在 0” 类 简单 曙 面 8 上 移 两 个 搭 接 的 学 标 曲 面 片 w 一 w(w 

?)， 名 一 "(5， 四 上， 证 明 参 数 间 有 定义 在 一 开 集 上 的 0 类 一 一 变换 8 一 8(w，，$ 一 
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中 (us) 的 关系 , 且 对 所 有 (Cu, 2), 有 B69, 四 /8(w 0) 六 0. 
证 明 : 由 问题 8.14, 存在 分 别 东 ww 平面 和 489 平 画 上 的 开 集 玉 和 WV", 它 们 被 映射 到 化 
办 曲面 片 的 交 上 , 和 一 个 从 玉 到 屯 * 的 一 一 上 映射 8 一 0 ,中 一 中 (ww 9); 它 使 得 
Lu, Vw OL, 0), $eu, 9)). 

剩 下 只 要 证 明 g(u 0) 和 中 (uv) 是 0" 类 的 , 且 对 于 WW 申 所 有 Cw, 2),6C6, 四 /6 v) 区 0. 
设 (i gg) 是 琵 中 在 8 有 象 王 的 点 ， 由 定理 8,1 存在 8 中 包含 已 的 Monge 片 
WUD, ty) 一 EL 十 oaB3 十 afQt Wa) Oa, 

由 前 一 问题 ， 存 在 包含 (6，wo) 的 开 集 六 到 waos 平面 中 开 集 矿 ” 的 一 一 胰 庄 四 一 内 (oa 9)， 
za 一 Wa《Ws 划 , 它 在 太 中 是 Cr 类 的 , 具 6(wJ，z9)/8Cw 2%) 并 0。 而且 还 存在 如 平面 中 包含 
《Co v6); 中 (x0，vto)} 的 开 集 V" 到 "的 一 一 鼎 射 一 (多 )， a 一 22(98， 中 )， 它 在 户 * 
士 是 O" 类 的 , 和 2Cz1; ma)/8C9, 8) 天 0， 由 反 一 数 定 理 , 邀 上 射 9 一 9(aay aa) ,出 一 中 zt 2 
是 Om 类 的 , 且 8(8, $B)/8Cw1, ra) 光 0， 于 是 6 一 6(x, 9) 一 0(g1(w 7?)， wa(w 0)) 和 

$$, 0 = pv, 2), sa(%, 9)) 
在 了 上 是 C” 类 的 , 且 


0 $) (2 $) Bl%, 全 二 0. 
Ou 0 lm, oa) afw 0) 


因为 六 包含 (wo, 20), 而 (wo, vo) 是 印 中 任意 一 点 , 因此 , 9 一 0 9), $$ 一 Bw 仿 在 玉 中 
十 0" 类 购 , 目 在 瑟 中 ,有 8(9, @)/8Cw, 人 天 0。 

'3. 切面 和 法 钱 

8.17 求 下 式 表示 的 曲面 在 对 应 于 %=1 =1 的 点 的 切面 和 法 线 方程: 

Ewet ve (Wu — 10) ea, 

解 : wl, 1) ~etes, well, 1)~e1+26s, Pol, 1)—€a—208, 

于 是 =x 1) +t heul, 1) + hwvld, 1) 
(1th)et (1+heat2(h ps: 


是 在 %(1, 1) 的 切 平 而 ， 
N= Pull, 1) x woll, 1) 
1mt1, IT) X mol I, 1) ， 
于 是 Vw, D+ENG, D) —(1—3 et (Lt)est es, 
或 令 i=/8. 
Y= (1—2i)et (1+26)et ie,, 一 co<t< oo0, 
是 在 w(1, 1) 的 法 线 方程 . 
8.18 证 明 曲 线 9=log pzarotant, : it 之 0, 在 球面 
Ww—(copsing)et (sinGsing)est (cost)es 
~ 上 的 象 与 经 线 , 加 参数 曲线 , 交 成 r/4 的 定 角 , 注意 当 二 从 0 变 到 、 
再 到 =e 时 , 角 吕 从 一 ce 变 到 0 再 到 co, 角 由 从 0 变 到 /2 再 芭 吴 。 
于 是 曲线 绕 着 南北 极 成 螺旋 形 , 如 图 8-34 所 示 . 
证 : wo— (—sindmng)ert (conbsin $f)es, 
Ws— (cos Ocos gp)ert sin cos p)est (sing)e:. 


-各 (一 2e: 十 2es 二 es)， 


&8.3 ”问题 及 其 解答 ”外 
Wo To — sinsg, por mes —0, wy Ts=1, 


081 dg 


ot 和 
负面 上 旧 线 的 切线 玫 一 ms 对 -ws 只 WH 与 几 参 数 曲 线 的 切线 ws 之 间 夹 角 a 的 余弦 是 
oo 


lay/at| {sl 
-1 [wed 4 了 1 
工 二 更 加 CI | 


2 
-rr [ty Bt) -HVY. 


于 是 =w/4 一 常数 , 这 就 是 所 求证 的 结果 . 
8.19 ”证明 沿 (a) 柱 面 (b)- 曲 线 的 切线 曲面 的 一 个 分 支 的 一 条 母线 的 所 有 点 的 切面 重 


证 ，(a) 柱 面 的 直 纹 形式 表示 是 
完 一 地 (十 9， 自 一 常 矢 二 0, Vo, 
这 里 Vey, Woy, TXTo—XY 和 N= 
因为 人 入 不 依赖 于 沿 母 线 的 参数 %, 问题 得 证 . 
(hb) 没有 揭 点 的 曲线 ww 一 ys) 的 切线 曲面 由 下 述 青 示 确 定 
we—y(s) tot(s) 


这 上 曲 冰 在 一 人 处 , 部 沿 曲线 史 一 9GS) 不 是 正则 的 ， 它 分 为 对 应 于 w>0 和 2<0 的 两 支 。 对 
Tv>0, 


区 XIT- 


Wt, wi, wxow=(tot) xt=vixt 


N=_T Xv Ex# 
条 Isxwo| |x 


不 依赖 于 沿 母 线 的 参数 。 类 似 的 计算 对 v<0 亦 成 立 ， 


4， 简 单 曲面 的 拓扑 性 质 
8.20 车 f(w) 对 于 到 的 所 用 连续 ， 证 明 本 中 满足 1w) 一 0 常数 的 点 集 丰 是 
证 ， 和 假设 wo 是 在 如 的 余 集 MM? 中, 则 了 (mq) 一 CG* 汪 CO， 四 为 了 在 wo 连续 并 对 所 有 远 
有 定义 , 有 8>0 使 得 对 宁 总 (eeo) 中 所 有 2， 
1f(w) feo)|< 寺 |0-0%i， 或 |(e)-ol< 坦 1 一 o. 
因此 对 于 Su(oo) 中 所 有 ,fw) 天 0O， 于 是 B,Cwo) 中 所 有 多 在 Me 中， 内 为 wo 是 了 
于 任意 一 点 , 因此 MH 人 是 开 集 ， 所 以 性 是 闲 集 ,证 毕 . 


8.21 利用 问题 8.20, 确定 下 列 曲 面 娜 个 是 紧 到 的 : 
C2》 2 十 坦 碍 一 1，(b)》 驳 十 雹 十 堆 二 1 
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证 ，(&) 由 问题 8.20， 满足 位 十 克 吕 =1 的 点 集 是 闭 的 , 但 是 它 不 是 有 界 的 ， 因 为 令 
如 mm 1/ 和 /3 时 , 则 方程 变 为 中 =41/208， 而 对 于 任意 大 的 ws 而 足够 小 的 zs， 此 式 可 以 被 满 
足 . 于 是 曲面 不 是 紧 致 的 , 

fb) 满足 噶 十 中 十 距 = 工 的 点 集 是 闭 的 , 它 还 是 有 界 的 ， 事 实 上 它 由 jm) 所 1，[ma| < 
las] 所 1 界定. 

8.2% 证 明定 理 8.5 车 S 和 是 简单 曲面 , 其 中 8 是 闭 集 ,也 是 连通 集 ,8 包含 在 了 
中 , 则 有 作为 本 中 的 点 集 舌 于 了 

证 ， 假设 访 了 了 TP， 设 邓 * 是 下 中 不在 台中 的 点 集 . 注 灌 天 天 人 好。 敢 "UB8 一 和 
"NS= 吕 、 现在 设 呈 是 S 中 任意 一 点 。 我 们 想 证 明 琴 中 有 一 包含 卫 的 开 集 OP 使 得 
OpNTCS. 设 G 是 访 中 一 包含 P 的 伦 标 曲面 片 的 象 , 则 有 一 开 集 Or 使 得 Or 站 8 一 9. 但 
好 也 是 下 中 一 坐标 曲面 片 ， 于 是 De 门 多 一 他 CS、 现在 设 鱼 是 于" 中 一 点 ， 因 为 5 是 闭 的 
和 & 生 8 有 一 邻 域 S(@) 使 得 SB) 由 S 一 如， 所 以 SC 由 Tc， 设 0x-H On 和 OO 一 
US(9)， 则 0; 和 0， 是 开 的 , 且 两 者 与 中 有 非 空 不 相交 的 交 , 即 尽 和 型 "， 但 这 是 不 可 能 
的 , 因为 了 是 连通 的 .定理 得 证 . 

8. 员 证明 定理 8.4. 若 8 是 连通 简单 归 面 , 则 尽 是 出 正则 张 所 连接 的 . 

证 ， 假 设 如 是 连通 的 ,而 卫 和 岛 是 名 中 不 能 用 正则 弧 连 接 章 两 点 设 21 是 8 中 可 
与 卫 连 搂 的 点 的 集合 , 于。 是 不 可 能 与 了 连接 的 点 的 集合 ， 注意 开 s 关 纪 ， 现 设 己 "EEa 
我 们 想 证 明 有 一 包含 P* 的 开 集 Op 使 得 Ope 几 SCMHI， 设 w=w(w，) 是 包 售 P' 的 灌 标 
当面 片 , C 是 从 卫 到 天 的 正则 疆 ， 而 (xo， so) 是 参数 平面 中 酉 射 到 P* 的 点 。 在 参数 球面 
中 , 0 是 有 踏 点 (wo，oo) 的 正则 滥 线 % 一 w 人 有， 一 2( 堆 ， 如 图 8 中 所 示 . 现 设 SGzo， v6) 是 
(wo, vo)- 邻 域 , 2 定义 在 其 上 .注意 8(euo wo) 存 在 ,因为 灾 定义 在 一 开 集 上 ， 易 见 本 
v2( 办 可 以 作为 正则 缠 延 长 到 二 Cwo, oo) 中 任意 点 (ws .映射 灵 限制 在 Swo,w0) 时 是 
pe 它 的 所 有 点 可 以 与 P", 故 可 以 与 了 连接 但 作为 记 sh 

是 一 个 开 集 Or 与 及 的 交 , 于 是 有 加 中 一 包含 卫 * 的 开 集 0z. 使 得 OrmmSc Mi 类似 
的 论 十 可 证 明基 俯 是 半 s 中 一 点 ， 则 存在 一 包 食 &* 的 开 集 Oo 使 得 06, 由 SCMs、 现 设 
人 一 四 Or 和 0 = Oo， 集合 01 和 0s 是 开 的 ,覆盖 六, 县 与 SS 有 非 空 不 相交 的 交 , 即 Mx 


和 对。, 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 如 是 连通 的 , 定理 得 证 。 


hs 


多 = fa 1) 


8&8,3 补 充 题 [179] 


88.3 补充 到 


8.24 证明 w 一 上 (ut9) est 二 (w 一 4)estwoes 是 双 曲 萎 物 面 属 一 号 一 嘻 的 0" 类 正 
圳 参数 表示 , 指 述 它 的 会 数 电线 和 4 参数 曲线 . 


8.25 来 通过 wos 平面 中 的 定 间 从- 十. 我 一 的 正 柱 而 的 一 个 正则 参数 天 示 . 
8.26 求 相国 而 -人 二 -器 -+ 总 一 的 台 标 世面 片 的 一 个 基 . 

8.29 车 F 和 Gr 是 简单 曾 带 全 上 两 兴 标 曲面 片 的 象 ， 证 明太 中 存在 坐 款 时 面 片 ， 它 
前 象 等 子 GENE 

9.89 汪 明 旋 转 易 面 “~ 了 (w) (eos 的 etty(o)(sinb)eo-rg(dea 了 >0 的 单位 法 向 最 
起 N= [Cg eos0)os— Cg sinO)ent Pec/ [FY (Cg) 

8.99 证 明 双 曲面 台 ++ 碍 一 辜 = 是 双 直 较 面 

8.30 求 z= (x+o)ei (Ww 一 0)es+wves 在 ww 一 1 2 一 一 的 切面 和 法 线 方程 ， 

8.91 证 明 环 面 的 表示 ， 

T= Diasing) coe t (b+tasing)(sind) es (a cog)es 

损 制 在 下 列 三 个 开 集 时 构成 环 面 的 一 个 于， 

{8) O00<9r, Od, 

(pb) 一 上 0<w， 一 < 有 < 


(@) -二 =<g< 生 mm 一 大“<$ 之 名 

8.38 求 以 9 一 ues 二 wiestwes, w>0 为 席 曲 线 ,9g 一 cow)er+ (sin wes 为 家 母线 方 
向 的 直 纹 形式 的 表示 ， 证 明 该 表示 是 正则 的 和 C” 类 的 . 

8.38 锥 盏 是 母线 通过 一 定点 卫 的 直 纹 面 , 定点 卫 称 为 锥 画 的 顶点 ， 着 gCw) 是 沿 母 
线 方向 的 非 零 向 量 , 证 明 一 如 + vg《w) 是 锥 而 的 O” 类 正则 参数 表示 , 车 2 到 0, g 是 D" 类 
的 ,及 gxg'#*0, 

8.34 证 明 沿 锥 面 的 母线 有 园 定 的 切 苘 。 

8.85 正 螺 面 是 其 母线 以 固定 速度 绕 轴 旋 转 的 正 劈 锥 曲面 ( 见 问题 8.6). 证 明 以 mm 畏 
为 轴 的 正 蜡 面 有 如 下 表示 ” | 

T={(veod)et vsindet (atbes, ba0, 
8.36 当 点 卫 沿 正 齐 面 的 母线 运动 时 ( 见 问题 83.38) 证 明 这 时 单位 法 线 绕 母 线 转动 ,使 


得 它 与 轴 的 交角 从 在 0 前 号 变 到 在 oo 的 0. 证 明 此 交角 的 正切 与 到 加 的 蝶 离 成 反比 . 
8.39 证 明 沿 一 曲线 的 切线 曲面 的 母线 的 切面 与 粕 线 在 该 母线 的 协 点 的 密切 平面 重 


合 ， 
8.38 ”Moebius 带 可 以 表示 为 直 纹 面 
wy + og (0), 一 二 <o< 生 ， 


这 时 . VO coger + (wn)es 


1180] 第 八 竟 曲 市 莹 入 
EE: gt0) -人 (sn 二 feos Oest sin 去 sin 0)e, 十 (ea 到 中 es， 
验证 单位 法 向 量 绕 
到 一 (oos 们 Bi 十 (sin fe 
连续 转 一 周 时 改变 为 相反 的 方向 。 见 图 8-26. 
8.39 ” 若 在 问题 8.88 中 的 Moobius 带 中 
去 掉 一 个 贺 w 一 (e089)er+ (sin 9)es。 证 明 所 
得 跑 面 是 连通 的 和 可 定 疝 的 . 
8.40 若 w=y( 人 是 0" 类 举 壬 曲面 片 
vw 一 ww(w，2) 上 的 0” 类 正则 曲线 ， 证 明 它 的 象 
4 一 w( 失 ，V 一 v( 信 是 参数 平面 中 的 0" 类 正则 
上 曲线， 


8. 氏 证明 个 而 全 二 一 代 一 0， (co zo, cg)% (0 0, 0), 是 0" 关 初等 曲面 


oe 


8.42。 若 人 是 平行 于 简单 曲面 在 点 了 的 切面 的 菲 零 向 量 , 证 明 则 而 上 有 一 过 卫 的 曲 : 


线 % 一 y(t) 使 得 在 了 成 Pdy/dt. 

8. 矣 ”确定 下 列 曲 面 中 郧 一 个 是 紧 致 的 : 

Ka) 开 一 十 二 1，(CDB)》 开 一 2 十 成 十 民 二 1。 

答 : (Ca) 非 紧 致 ，(b) 紧 致 . 

8. 竹 设 9 是 平面 由 有 端点 Cuo, 2%0) 的 C7 类 正则 颖 ,SC(wo，w0) 是 Ctw, oo) 的 任意 邻 
域 ， 证 明 CO 可 以 作为 SC oo) 中 一 个 引 类 正 出 弧 延 续 到 8(xe， 2%) 中 任意 下 点 Cw, 全)。 

8. 牺 车 8 是 连通 可 定向 简单 曲面 ,证 明 存 在 一 个 卫 仅 有 一 个 划分 ， 把 入 中 所 有 坐标 
曲面 片 的 集合 至 分 为 非 空 不 相交 集合 Fi 和 了 s, 便 得 对 于 每 个 本，4m1，2， 人 7 是 一 个 
苦 , (让 车 人 wx 凡 和 企 = 人 四 ) 在 居中, 则 在 交 上 有 Olu, /800, 办 >>0， (i Re 
是 最 大 的 , 即 车 把 5S 中 任意 上 坐标 曲面 片 再 加 进 名 中 , 则 狂 质 (1) 不 成 立 。 


第 九 章 第 一 和 第 二 基本 形式 


§9.1 基本 内 容 、 


1. 第 一 基本 形式 


前 面 讲 过 ， 在 好 中 的 曲线 是 用 两 个 局 部 不 变量 即 作为 弧 长 参数 的 函数 的 此 率 和 挠 率 
礁 一 确定 , 类 伏地 , 在 印 中 的 曲面 用 称 为 第 一 和 第 二 基本 形式 的 局 部 不 变量 唯一 确定 ， 

设 w 一 wlw, 中 是 类 并 的 曲面 上 的 坐标 片 ( 简 称 片 )， 我 们 知道 ,上 射 一 (Go 29) 在 
(2) 的 微分 是 dw 一 wwQw 十 WoW、 它 把 ww 平面 的 向 量 (dw, a2) 一 一 线性 映射 到 平行 于 
w(w, 国药 切 平 面 上 的 向 量 pei 二 wogo， 如 图 9-1 所 孙 , 注意 ， 对 wo 平面 上 坐标 函数 的 微 
分 和 殖 量 的 分 量 , 我 们 都 用 符号 gu， gp， 同 祥 , 我们 也 用 aa 表示 映射 的 像 wudw 十 wego 我 
们 知道 ， aw 有 以 下 性 质 , 即 

和 (8 十 ga 9 十 bo) 一 和 (ui 0) +Av to G+ dv) V3). 
了 是 后 量 dx 是 从 片上 的 虑 人 (4) 到 邻近 点 C+dw, oo) 的 向 重 (we 十 oo odv) 
一 wta 区 的 一 阶 近 似 . i 


to 


(urau gtdvy 


现在 , 我 们 研究 量 
开 一 00 m= Lt) (Vudu wd) 
(Wu: Po) dt aR We) dv + (Wo Vo) 


= Edy-2Fdudv t+ Gav, 
共 中 我 们 令 
B= my, Fm Mo, G— Wo Woe. (9.1) 


函数 工 一 gwsaw 一 Bdw? 十 274dwdv+(Gdvw? 称 为 人 w 一 w(w, 人 的 第 一 基本 形式 ， 它 是 ti ae 
的 二 次 齐 次 函数 , 系数 吾 瑟 ，G# 称 为 第 一 基本 系数 . 它 是 &,% 的 函数 ， 随 坐标 片上 点 的 不 
同 而 变化 , 于 大 , 第 一 基本 形式 工 是 定义 在 ww 平面 上 的 商量 (dw, 02) 的 二 次 形式 、 即 
I(dw, dv) — Bd +2F du dv Gav?, 
前 面 讲 过 ，Gw 是 从 片上 的 点 ww 他 到 点 @( 士 go 十 可) 的 向 量 Ce 十 au， 5 十 do》 
一 w(u, 的 主要 部 份 , 可 以 证 明 , 工 只 依赖 于 明证 本 身 而 与 曲面 的 特殊 表示 无关 。 事 实 上 ， 
投 w 一 w"《9， 四) 是 包含 点 Go 切 的 一 个 邻 域 的 另 一 坐标 片 ， 变 数 变换 -bw 2), 由 一 
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Cw) 在 Cw 9) 可 微 ,46 = Bu 二 gogo， 一 dw 十 由 dv、 它 把 向 量 (du, do) 默 射 成 向 重 
C46, 08)， 以 下 证 明了 与 宕 示 无 关 , 即 在 这 个 对 应 下 , 工 和 了 是 相等 的 : 
I (du, dv) =—1"(09, dh). 
用 链 法 则 来 证 盟 这 个 式 子 ， 
Td0, a$) = [ow |S | (509 十 6) | [we CO D0) + ws Celt oiio) | 

= [0 + wb) dt (V0 + Tipo do l= [edut wav? = lawl? 

=I(du, dv)., 
但是 第 一 基本 系数 本 身 在 参数 变换 下 不 是 不 变量 .事实 上 把 吾 , 了 ,9 变换 为 . 

B= gu T= (Wt Tb) CEO + Tobe) 
= Wi WO 3 Op Ei TE 


= B'0+27"0.po rt Gg. 和 (9.2) 
同 理 FaB00 + (Op,t Pub) 十 全 的 
G= B02 + 27 GD. (9.8) 


最 后 , 注意 第 一 基本 形式 是 正定 的 , 即 了 >0， 并 且 当 且 仅 当 Quw 一 0, 0 一 0 时 了 一 0. 事 
实 上 ,显然 T 一 [6w]?>>0, 且 因为 ww ws 线性 无 关 , Tm |dwl>=|wudwtwwlv|?=0 当 且 仅 当 
du—0 和 dv = 0. 
因为 工 是 正定 的 , 它 的 系数 必须 满足 至 >0，G>0 和 召 G 一 了 ?之 0, 这 也 能 直接 证 豚 ， 
为 fw x 线 0 To¥0, 因 丝 B= r= [vl > GR oo lv 0 

用 向量 全 等 式 [Fs], 求 得 

EG— PF*— (wu mu) (Wo Wy) — (We Wo) War Wo) = (Wu x Ww) Ca X Wo) 
— {wu x wl?. (9.4) 
在 每 一 点 wsx wo 关 0, 所 以 加 G 一 下 >>0， 

例 9. 工 研究 用 一 (十 wezT《w 一 -ertuves 给 给 出 的 曲面 ， 这 里 zu 一 ea 十 ez 十 es 

Wo 一 61 一 C3 十 ?ep) 


Boumu 2+ Pm RoW, FP Mom 2 
T=Edw taF dudv + Gd 2+ od + uv du dv t+ (2+ ur) dv. 
注意 ,在 所 有 成 (w 0), 如 >0, G>0, BG 一 F422 二 29>0, 车 我 们 引进 6 一 & 十 切 押 一 
2 一 多 则 曲面 也 可 岩 示 为 


w+ est (0 —d)es, 
这 里 wmes+ 汪 Ge my 一 es 一 村 bes, ' 
Br wy wo 1+ 0 wow — 00, Gt 
注意 在 点 (w, 0) 一 (1, 1) 有 加 ~=8, 了 =1, GQ 一 8, 在 同一 点 (6, 区 一 (2 0 有 如 = 2, 
让 一 0,，G*~1 所 以 第 一 基本 系数 不 是 不 灾 量 ， 
2， 弧 长 和 曲面 面积 


第 一 基本 系数 在 计算 弧 长 , 交角 和 曲面 的 面积 中 起 着 重要 的 作用 。 
设 多 一 2C 人 的 9))，a<3<? 是 在 曲面 片 w 一 w(w 四 上 的 正则 弧 , 正 刚 工 的 话 长 为 


$9.1 基本 应 容 [3 


各 分 op | 竹 |e-( 答 第》 
下 [ee 各 + 
有 异 开 得 站 
sa 人 区 六 2 党 二 1 人 (全 ea 
这 样 在 曲面 上 正则 弧 的 弧 长 是 第 一 基本 形式 的 平方 根 的 积分 , \ 


设 dz 一 wudu+wodv, 8w 一 wuBu 二 eo5v 是 两 个 平行 于 版 w 的 切 平面 的 向 量 , 如 果 
是 d 红 和 和 5w 之 间 的 交角 , 则 
cos a dr'3w et ee et 
lar| Téar| lg t To! | Tudo 
- Boavdut+F(dudv+ay dw +Gdvdo (9.6) 
[Bd tr2P du dv + Gadv (a EE EI EE EL 


特别 ， 如 果 忆 是 曲面 的 奴 参数 申 线 和 参数 曲线 之 阅 的 交角 ， 妈 是 ws 和 ,之 间 的 交 
角 , 则 


Wu Ps 全 人 
一 人 一 一 二 9.7. 
8 [zz oo 7G .nD 


作为 上 述 的 结果 , 我 们 有 
定理 9.E (&) 切 问 量 dy 一 Xu 二 wodv 和 6w 一 
mvt 十 odv 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 
Bavdut Fldu So 二 dB) 十 Gao v=—0. 
《by % 参数 曲 线 和 ? 参数 昔 绿 互相 垂直 的 充分 必要 
条 件 是 国 一 0. 
例 9.2 研究 曲线 日 一 log cot(m/4 一 动 2)， 办 一 mA3 
一 0< 反 本 在 单位 球面 gm (eosg sin 四 )ert (sin 0 四 9-2 
“sing)es+ (cos 中 jes 上 的 象 , 如 图 9 2 所 示 ， 多 线 从 杰 洛 出 发 在 划 横 附近 条 六 入 那 枯 旨 掀 , 
我 们 计算 它 的 弧 长 . ! 
人 9 一 《一 simgsin 风 )ef 十 (eos sin $)es, 
— (oc080 co0s et (sin Geos)es— (sin $)e;, 
» Bor Cosin gp FPF- m=0, 
[2 


a9 eon( 守 一 1 
Hoonm/4 -id) "~ Dene/dt/) oor/4 i/) 
下 
Sntw/3—) VW 


沿 曲 线 素 - 了 ( 晕 ) +2 + 全 ~ i DM 
3 v 了 -人 VT-w/VT. 


注意 曲线 和 平行 园 ($ 一 常数 ) 作 成 定 角 、， 四 为 一 各 一 # 


[18 和 ”第 九 章 第 一 和 第 二 基本 形式 


0 

wx,) (ww 各 1 声 
,= = 0 

四 | 本 + 有 el VE 


Cos & 一 008 /A 


/sin?$ 1 1 1 i 
(m3 -2 Oe. 
现在 设 4B& 是 片上 的 小 区 域 ，4R 是 由 邻近 的 + 参数 曲线 Cw 和 w+) 和 邻近 的 参数 
曲线 (v 和 "二 go) 为 边 的 曲线 四 边 形 , 如 图 9-8 所 示 . 


我 们 取 边 为 向 量 de:= wwgu 和 dws 一 wsdv 网 平行 四 边 形 匠 积 作为 4B 面积 的 一 阶 近 

似 , 设 du>0, dv>0, 即 是 量 
AS— |Awix dws = [wux weldu do = VBG Fdu dso. 

这 样 我 们 把 在 2% 一 w(w, vw) 上 区 域 丸 的 面积 定义 为 下 面 的 二 重 积分 (如果 积分 存在 

的 话 ) 
4- 作 ~ 配 = 丈 du gy; (9.8) 

其 中 到 是 参数 平面 上 的 点 集 ， 丈 中 每 一 点 被 贞 射 到 .有 上， 

注意 在 定向 曲 丙 上 , 上 而 硬 积 移 定 义 是 与 R 的 特殊 表示 无 关 的 .事实 上 湾 w=w*(6,$) 


是 另 一 包含 的 片 , 使 对 所 有 (wzE 有 ， 瑟 六 区 >0. ， 
从 方程 (9.2) 和 (9.3) 痊 易 算 舞 
BG— Fr (BrGe pe) Ta(d, 有 /ae oy]3. (9.9) 
从 二 重 积分 的 变换 公式 得 到 
= 二 [人 GPa 22 $) 
4 小三 Fr du dy {jv GF 3 分 加 加 


了 人 


一 Jjv Wor Ea dp A:, 
洪 中 玉 " 是 契 在 平面 上 的 像 ,这 就 是 所 要 的 结果 ， 
例 9.3 研究 环 南 ( 人 参看 例 8.5) 
mb tusing) conert (b+asing)sin Od est {eo0sf)ea, 
这 里 加 = wr 一 (Ddsin 由 也 = 一 0 GG 一 we 一， 出 曾 加 积 是 


83.1 基本 内 容 [5 


s- {| Vv 3a dp Tf Coastn ap] dna 


O00 
Oigdaar 


3， 第 二 基本 形式 
我 们 现在 没 ww(%, 切 是 类 >2 的 曲 西 片 则 在 片上 每 一 点 存在 单位 法 癌 晤 


太一 | 下 co , 它 是 吕 的 叶 类 函数 ， 人 的 微分 为 UN 一 Nd 二 Nto， 注 意 在 图 9-4(a) 


~ lex wl 
中 ,2N 秆 直 于 入, 因为 9N 平行 于 六 的 球 而 像 的 切 平面, 这 也 可 以 从 0 一 dgCD 一 dCN' 入 ) 一 
2GN*NN 得 到 ,这样 QI 是 平行 于 2 的 切 平 面前 向 量 , 如 图 9-4(5) 所 示 . 


(a) 2 


图 34 
现在 研究 量 
TT= 一 dr:dN= — (2dut wudv) (Nudu+ Nd) 
= —B Ned — (Wu Not Por Ne)du dy — Ro NAly? 
Lawt2oM odd t Nav, 
其 中 了 = 一 eV = 一 坦 (we.Norme ,N= —we No. (9.10) 


函数 了 II 一 一 Aw:QN= 工 du?+2Mdu dv Ndv? 称 为 和 一 w(x vv) 的 第 二 基本 形 去 ，T7 也 是 
Qu, do 的 二 次 齐 次 通 数 , 它 的 系数 于 ,入 是 以, ”的 连续 函数 ， 称 为 第 二 基本 系数 ， 
容易 证 明 : 在 保持 W 的 指向 的 参数 变换 下 77 同 工 一 桩 是 不 变量 , 否则 17 改变 它 的 符 
号 ,TI e 下 aappi-SRR 即 是 ,加 果 多 一 w"(9, 几 ) 荐 曲面 上 的 另 一 些 
标 片 , 则 在 二 片 的 交集 上 , 有 
LTO HOMG Gat Nga, 
MLO Mbst uge) + Nbcbo, 
N= T°0 2M got N°gs, 
其 中 868, 和 /aa 9) >>0， (9.11) 
XI 的 以 上 性 质 的 证 明 贸 给 恋 考 作 练习 ， 
国 为 对 所有 (2?)， ws 和 w。 都 壬 直 于 入 , 我 们 有 
0 一 (res 一 ou N+ we No, 
0= (eNameTmoe 
O= {me WN) N+ Ro Ns,, 
0= (ro om 
所 以 Was N=—me Ns oo 一 一 oo 一 -oo 
Roo N= — Wu No. 


[86] 第 九 章 第 一 和 第 二 基本 形式 
从 (9.10) 得 到 荆 =www-N,， 一 po 入 
一 wo 《9.12》 
,这 就 给 出 了 一 型, 六 的 另 一 表达 式 , 同样 得 到 
II=Law+2NMdudv No Ba Nau oR Ndudv ow Nav? = dm N, (9.18) 
其 中 Ge 一 waste 二 2 du 十 edos 是 下 在 人 贡 ) 沿 (0m, 90) 方向 的 二 阶 微分 . 
例 9.4 研究 用 交 一 we 十 vea 十 ( 归 一 好 )es 表示 前 曲面 ， 这 时 mo 一 ez 士 20es， So 一 ea 一 
2v@s, wm 20, Win 0, Pus— — 20s, N— Eee 
[wox wl 
ea), 这 样 第 二 基本 系数 是 
LD= wu N21 40 1) -1 
Mu N= 0, 
N= gow' N= —2(40+ 0+1) -3, 
第 二 基本 形式 是 : 
II~—Vau + 2M A oot N dys 
= 2 dv + HG 一 go 人 
设 卫 是 类 之 2 的 曲面 上 的 点 ， 人 @ 是 了 邻近 的 
点 , % 一 w(w, 9) 是 包含 卫 和 人 @ 的 片 ,， 令 4=PQN 
是 了 @ 在 尸 点 的 单位 法 向 量 方向 上 的 投影 ， 如 图 
乡 上 所 示 , 注意 % 是 正 或 负 到 决 于 外 入 是 在 卫 点 


= (du +41) (2ue01t v8 


图 95 的 切 平面 的 同 侧 还 是 异 便 ，|dj 是 @ 到 王 点 的 切 平 
面 的 垂直 距离 ， 现 在 设 卫 和 外 分 别 为 p(u ?) 和 wwi+dwu, oo), 用 索 勒 定理 得 到 。 
wt ay, V+ dy) =, V) + amt w+ OC +d). 
这 样 ， d=PA-N- (w(toar, ota —wu 三 
= [art§ mtrar)]N | 
一 dy 人 7 + N+ OC +), ~ 国 


因为 a4w 平行 于 了 点 前 切 平面 ,dm .人 一 0， 所以, 从 (9.13) 得 
d= Pie N+ Od + dy) -~ 坦 II+OCw + Ao). 


于 是 I 是 PQ 在 入 上 的 投影 的 主 部 的 两 倍 ，|II| 是 @ 点 到 了 点 的 切 平面 的 柔 直 距离 的 
主 部 的 两 倍 . 


冰 数 3 于 I 一直 (Jdewr+2M dudv 十 了 Wdo*) 称 为 了 点 的 害 切 扫 狗 面 ， 括 物 面 的 形状 


定性 地 确定 曲 画 在 卫 点 邻近 的 形状 ,我们 根据 判别 式 王 W 一 好 分 四 种 情况 讨论 如 证 ; 

(i) 精 加 情况: 如 果 LA 一 3>0, 称 这 种 点 为 搬 贺 点、 在 这 情况 下 3 作为 dx, dv 的 
函数 是 酉 圆 抛物 而 , 如 图 9-6(4) 所 示 . 注意 5 对 所 有 (Cdw, d2) 保 持 相 同 符号 “在 酉 圆 点 前 邻 
域 , 曲面 落 在 这 点 的 切 平面 的 一 俩 , 它 的 形状 如 图 9 6(o) 所 示 、 ; 

《并 ) 双 曲 情况 ,如果 了 工人 一 下 :<0， 称 这 种 点 为 双 息 点 ， 在 这 种 情况 下 8 作为 (dae gv 
的 函数 是 双 曲 抛物 曾 , 如 图 6(5) 所 示 , 这 时 在 过 卫 的 场 测 存在 两 条 不 同 的 直线 , 它 分 罚 


‘ 


$9 了 7 基本 内 容 7] 
平面 成 则 个 事 份 , 在 这 四 部 份 中 5 交 符 地 取 正 值 和 次 值 ， 在 这 两 条 直线 上 ,3-~ 0， 在 双 隅 点 
的 邻 域 , 曲面 六 奉 切 平西 的 两 任 : 其 峰 9-6( 丰 所 示 、 
Gii) 怨 物 情况 ; 如 果 LN- 一 2M? 一 0, 县 I2 寺 于 十 入 ?5 即 LN 一 对 ?=0, 且 工 人 
不 全 为 去 ,， 称 这 种 点 为 抛物 总 ，. 定 这 种 情况 下 ，8 作为 (au:o 凤 的 函数 昆 热 物 柱 面 ， 如 里 
-6(o) 所 示 ; 这 时 在 过 已 的 切面 上 只 有 一 条 直线 沿 这 条 削减 3ib: :在 其 它 情 况 下 ,8 保持 
间 号 , 值得 注意 的 是 痪 面 在 狂 铬 点 的 邻 域 , 可 以 落 在 切 平面 的 两 便 , 参见 问题 9.8. 
Ci) 平 点 销 况 :如果 一 玉 一 玉 一 0 称 这 种 点 为 平 点 ,此 时 对 所 有 (du ap)。 8 一 0， 在 
这 种 情况 下 , 蜡 面 和 切 平 面 比 前 化 名 情况 有 更 高 院 切 甬 ，， : 


Ta] EN -A>0 (0) LN- 2 en 


“ 图 9-6 


在 上 而 的 讨 论 中 ， 我 们 项 出 而 上 的 点 是 棉 国 点 到 贡 点， 抛物 点 或 平 点 , 不 依赖 于 踊 改 
约 玫 达 式 , 这 是 可 以 证 明 的 , 事实 上 , 如 果 w= 二 w"(9, 的) 是 而 面 1 上 的 任 一 其 它 尝 标 昌 而 片 从 
但 :1 了 可 证 明 对 两 个 坐标 曲 画 片 的 交集 和 目的 点 , 有 

DT 一 Me A 8) (EN- NM?). 

因为 Cu, oa 网 ) 0, 推出 ZN" 一 52 是正、 负 或 堆 和 LN 一 2 一 囊 , 又 从 (9.11} 

也 可 以 推 得 ， 


LM 当 且 私 当 I 一 M* 一 N* 一 0 


例 9.5 研究 环 面 
Wmtd+asing) (oo89)B: 十 (十 Csimn 坊 ) (sin 8)Bs 二 (4608 四 )2s 3>a, 
这 里  、 se Bei (ep)es— b+adng) sin des, 


Wu— ~ (go08p nin det (goog obs 0)g, 

Tue 一 ~ (aiin poob)e, ~ (asin $sing)— (a 008 0 ) es, 

N= (一 cosD in $)es— (gin 8 sin $) es— (008 $) es, 

IL= woo N= (b+osin g)sin 中 M=2 N= -0, N= Na, 

”了 站 一 Bb wsin $)sing. 

注 党 第 二 基本 系数 仅 依 炽 于 内 沿 平行 图 一 go, 它们 是 常数 ,因为 0<a<b， wb-Hasing) 
>0. 因此 4N 一 M? 的 符号 与 gin 中 的 符 续 一 致 ,于 是 当 0<$<in 时 LN 一 贡 ?>D, 当中 一 0 或 
“时 ,LN 一 M2 一 0, 当 < 四 <2o 时 ;一 Mm<0， 痢 图 9-4 所 示 ， 环 硬 的 外 侧面 的 点 


人 由] 第 九 章 第 ~- 和 第 二 车 本 形式 


(9 世上 <w) 是 椭圆 点 , ;在 这 种 点 欧 邻 域 曲 
面 落 在 切 平面 的 一 侧 ， 环 面 的 内 侧面 的 点 
《z< 芍 <2r) 是 双 昌 点， 在 这 种 点 的 邻 域 , 节 
面 落 在 切 平面 的 两 侧 ， 环 面 芍 最 高 处 的 纬 
线 (加 ($= 二 0) 和 最 低 处 的 纬 线 ( 园 } (二 7) 
的 点 是 怨 物 点 . 
用 zw v) 展 并 式 的 更 高 次 项 来 斌 究 曲 
面 在 平 点 邻近 的 形状 , 即 是 , 设 审 一 多 (Ge 2) 
是 类, P=w(w, 9) 是 平 点 , 则 
1 


Go+e vt) “wl o) dr av- 二 B+ OTA te) , 
d= [CT ota —wu, oN 


dw Nt drm N+ dw N+OURAt de)S 


1+ N+ OL + dn) 
因为 在 卫 点 L=M=N=0, IT=0， 
因此 , 临 面 近似 于 
1 
SHE N 


-证 [Wo N du TB vw N us dv + 8 ue N oa dy’ + oe Nav] 
= 吉 [Ad + Ba dv+ 0 dudvrt D do], 


如 果 三 次 四 项 式 4 驴 十 避 加 十 Cw+ 力 有 三 个 不 同 的 实 根 ， 则 存在 三 条 寺 线 ， 它们 过 了 
在 切 平 面 上 ; 分 切 半 面 成 六 部 份 , 在 这 六 部 份 中 ,5 交错 地 到 正 值 和 负 值 , 在 这 种 情况 下 3 作 
为 (gu oo) 的 函数 画 成 猴 蔷 形 ， 如 图 9-8 所 示 , 它 的 变化 依赖 于 4%? 寺 BP 十 Ow+ 的 根 的 
性 质 . . 

例 9.6 研究 曲面 w=wert vest+ 《 汉 十 信守 Wt)es, 这 里 we 一 e 十 (8 二 does wo 一 er 
+ Bw?es, Tow= (Burl2u)es, wo =0, mw 一 
boeu， ， 

凋 =[(3u2 二 4ap)3 二 go 十 让- 坊 

Bett) 0, Brest es), 

”wu 一 (6 十 242yes， 
人 su 一 0， To 0, Tu = Ges. 
在 w=0, 0~“0, 有 zw 一 Ww 一 wo 一 0, 所 以 
五 = 关 太一 0、 
这 点 是 平 点 ， 用 3 来 研究 曲面 在 这 点 邻近 的 
| 形状 
BE ome N di 8 woo N die dv + 8 woo: Nawdv? + mow- N dw’), 


59.1 莫 本 内 容 [i891 
在 w=0, 9 一 


5 二 [Gee ex Ga 十 各 @3。 eaao9 


= duit da 


一 《人 Gu tdv) (dv — du 二 dv’) 


这 里 有 一 条 直线 +dw 一 0， 这 直线 在 

切 平 而 上 ， 语 这 条 吉 线 8~0， 第 二 个 因子 图 979 

《aw 一 Gudw 二 dv 四 对 所 有 (du, dw) 是 正定 的 , 在 这 个 点 的 邻 城 出 面 的 形状 如 图 9-9 所 杀 
4- 法 曲率 


设 卫 是 类 之 2 的 曲面 上 的 点 ，%w 一 化 (wu, 是 包含 了 的 并 ，ww 一 w(x( 扣 ,wv( 全 ) 是 过 忆 
的 0: 类 的 正则 曲线 0, 它 在 卫 点 的 法 曲率 向 量 用 后 表示 , 它 是 曲线 OC 在 卫 点 的 ) 的 卓 率 
商量 无 在 ( 王 点 的 ) 法 向 量 六 上 的 投影 向 合 , 即 是 

k= Ck NON. 


. (9.14; 
注 合 六. 与 六 的 指向 无 关 , 也 和 0 的 指向 无 关 ; 因 为 素 与 0 的 指向 无 关 ， 
k, 在 再 广 向上 的 分 基 坟 ), 敬 为 0 在 书记 风流 由 周 为 表示 . 即 


kN. 
这 里 w 的 符号 取决 于 入 的 指向 ， 入 与 a 


(0.15) 
前 面 讲 过 ，C 在 P 点 的 单位 切 向 量 是 一 全 ds ， 上 曲率 向 最 是 -全 
oat ee | 
画 / 证， 油 让 二 ， 全 和 A 
因此 0= 吕 (和) 一 性 .N+t .WN ,有 . 
. 玫 de dw, 
/和 
_ dw a dm ow a dy 
i 加) tN s) 
Qu dy du , ; 
—— (we tw 2 )( 和 时 Te 
因此 {a /iE 42M Con/Gt) (a J 4 NG 8) 
对 和 和 本 
2 Ws Tada) av dy GUA * (9.16) 
注意 w 作为 Gu/di,， dw/at 的 汪 数 依赖 于 比值 (Qw/at)/(dv/at)y 
的 切线 方向 , 在 0 的 切线 方 译 固 完 


>， 即 是 依赖 于 属 在 王 点 
定 的 情况 下 ,是 第 一 和 第 二 基本 系数 的 函数 , 而 基本 系数 
只 依赖 3 了 ,于 是 有 
定理 9.2% 在 其 面 片 上 这 点 具有 同一 切 续 的 所 有 遇 线 在 卫 点 有 胡同 的 法 曲率 . 


现在 设 0 是 在 卫 点 具有 连续 主 法 向 量 吕 的 星 线 , 并 设 各 滞 0 的 指向 是 这 样 选取 , 使 得 
在 王 点 ,0< 王 (二 TD)< 瑟 . 从 方程 (9.15) 


“kr N=-é. Nx(n.N) —xoos0, 


， (9.17) 
黄巾 (后, 入), 因 为 只 依赖 于 的 切线 方向 ， 且 cosa 是 用 0 的 主 法 向 量 的 方向 
来 确定 , 如果 cosa0, 得 山口 在 卫 点 的 曲 案 x 是 由 的 密切 平 商 所 唯一 确定 , 如 图 9-10 


Teg 第 九 章 、 第 一 和 第 二 下 水 形 式 
所 示 . ， ， ' 
注意 eoaa~0 的 充分 必要 条 忻 是 纪 平 行 于 卫 点 的 切 平 面 ， 它 等 价 于 当 且 仅 当 密切 夯 和 
~ 切面 重合 , 于 是 有 
定理 9.3 过 书 在 了 点 有 相同 密切 面 的 
所 有 曲面 出 庚 , 信 车 密切 面 不 是 归 匣 的 急 而 , 则 
在 了 点 有 相同 的 曲率 . 
有 上 面 的 定理 得 到 际 了 昌 线 前 密切 面 同 针 
是 明 面 的 切 桓 的 情况 处。 所 有 过 卫 的 曲线 的 昌 
率 的 可 能 值 , 可 以 用 研究 过 了 的 平面 前 截 呈 归 
线 的 曲率 得 到 , 特别 , 车 C 是 过 三 旦 包含 六 的 
平面 的 截 口 曲线 , 称 此 截 呈 则 线 为 片 在 了 点 的 
法 截 线 . 设 O 是 片 在 卫 点 的 法 蕉 线 , 则 9 一 
1, 由 (9.17) 式 得 到 x 一 x, 因此 有 
定理 9.4 片 在 王 点 的 法 截 线 的 曲率 等 竺 法 截 线 在 一 点 的 法 曲率 . 
因为 口 在 了 点 的 法 化 率 仅 依 焰 于 了 利口 在 点 的 切线 的 方向 ， 根 据 (9， 9) 在 已 点 
沿 dsdw 方向 (8 十 gu* 邓 扩 的 法 监 率 可 以 写成 
Low -2M Audy +Nav: _ IT 
mo Gi 1 ~ {9.18) 
这 里 du:dw 是 在 切面 上 平行 于 疝 量 wubu 十 wzo 的 直线 的 方向 数 , 方 向 数 du: dv 和 dw';8v 确 
定 同一 条 直线 , 当 且 仅 当 它 们 成 比例 即 当 生 仅 当 存在 X*0 使得 du 一 hw 和 do 一 Mio 
从 (9.18) 得 到 x 在 保持 人 的 指向 的 参数 变换 下 是 不 变量 (如 同 了 和 I 了 I). 生 x 在 疏 
变 评 的 指向 的 参数 变换 下 改变 符号 ,因为 是 正定 的 ,得 凤 xs 和 IZ 同时 联 正 . 负 或 翟 ， 如 
果 卫 是 梢 图 点 ,am 关 0) 对 所 有 dw:0w, % 保 持 同 号 ,如 时 了 是 双 曲 点 ,wo 是 正 、 负 或 零 到 决 于 
外。 如果 书 是 扼 物 点 ， 知 保持 同 号 且 对 俩 开 一 0 的 方向 ， 几 0。 在 平 点 ， 对 所 有 方向 
mm 一 0. 
例 9.? 研究 半径 为 6 的 球面 
w= (acodsing)et (asing sing)est (a cos)es, 0<0< 2 OP<m, 
wo— ~ (osin dsin)er (hoond ein 和 es 
Wes™— (4 008 0 008 $)ert (Gniné oong ye — (qsin g)es 
Wes 00090 sin $)e, — (enngdsin $) es, 


Woes — ~ (wsin boo08 yert {0 o088 oo8 PEs, 


/i 


四 


旗 
mr 
既 


tp 一 一 (gcosbsin $)es — C0 sin sin $es — (a co08 Es, 


N= (cogb sin $)e— (sinO sin $)es — Ce0s)es, 
Bee a sin gg, Page m0 GE 0 
LT=wo N= g, M=wo N20,N~— wy N=6, 


wa hap +-2M dd d+ N dr Cginsg or add? | 
Ba ddd Od ~ eeep 0 aag Te- 


基本 内容 719 下 
转 此 在 每 一 点 和 每 一 个 方向 ， 必 = 党 雪 = 工 -让 和 我 们 问 知 的 事实 是 一 致 的 一 球面 在 原 


一 点 的 法 截 线 交 球面 于 半径 为 4 玄宗 为 十 的 大 图， 
四 
例 9.8 研究 曲面 中 一 we: 十 bes 十 Cores 这 时 w=@1+2wes, We 2v0s, 
Wu = 2€3, Tw=0, Lo —Fes, . ， 
N= (4 二 4 二 TD 一 —2wes+ 2vesi es)) 
盏 一 1 十 4p， FPF= duy, G=1+4, 


L244) 0, N=- —2 (Tat1) 
LN M4(404+ + 二 ) 二 . 
注意 曲 而 的 所 有 点 是 双 曲 点 , 特别 在 原点 召 一 1 FF 一 0, 好 一 二 L=2; Mm0, N= 一 2, 


所 以 和 ;一 A 如 果 我 们 设 dua-Hdoa 一 _ 


且 令 加 一 os Ov 二 sin0, 有 ,二 2， 

《cos 一 gin%9) 一 2c0s29， 于是， 如 图 9-11 所 示 ， 在 这 四 个 区 间 上、 一 w/4 芯 
T/4<0S8m/4 3m/4<g<5m/4 Bw/4<H<Tm/4, x 的 值 在 正和 负 之 间 变 由, 过 
裤 线 的 曲率 * 如 同 mm 一样 在 -2 和 3 之 间 变 化 ， 


Ea=2c0s28 


图 9-11 
5， 主 方向 和 主 曲率 | ， . ， 
我 们 想 详 细 研 完 古 曲面 上 一 点 卫 的 法 山 率 xw, 于 为 mw 大 有 不 变量 幅 质 ; 惰 们 可 以 假设 
卫 点 领域 用 Monge 片 的 方式 表示 的 , 即 ， 四 
wut veat f(s, 40 人 ~ 全 一 一 


使 得 卫 点 2 一 ez wo 一 es， 这 人 可 用 移动 曲 户 
使 得 卫 是 原点 上 且 使 切 平 而 和 aazs 平面 重合 来 
实现 。 如 图 9-12 所 未 ， 由 此 得 简 加 一 V6-ws 一 : 
1,F=XeNXo=0,4 ~ = p 维和 12 
且 po Ladue taM didy+ Nan — Li AM udot Ne 
"™ BoriaF dv Gd ™ ET 
四 为 只 依赖 于 比值 B/Gde, 可 以 设 d+dw ”一 1 且 令 dw 一 008 0 一 6in 录 于 是 
雹 二 L008 四 十 2 和 0080ain9 -+ Naim*9 
最 后 我 们 设 | 二 | 一 1792, 县 令 二 一 008 扑 ze 下， - 


92] 第 九 章 “第 一 和 第 二 基本 形式 
得 到 +1= La +2Merat+ No. (9.19) 
方程 (9.19) 确 定 一 条 在 siza 平面 上 的 二 次 曲线 ， 它 称 为 杜 潘 指示 线 ( 标 形 ). 它 使 从 点 
(m2) 到 原点 的 距离 + 是 在 cosg:sing 方向 上 |x| 的 平方 极 的 倒数 . 

如 时 了 是 桶 图 点 , (LN 一 MN2?>0) 指 示 线 是 柄 阅 ， 如 图 9-18(G) 记 示 . 如 果 忆 是 双 昌 
点 , (LN 一 Ma<0) 蕴 示 线 是 一 对 共 轰 双 晶 线 ( 见 图 9-18( 芭 ),， 语 着 双 些 线 的 一 条，x 是正， 
没 着 双 曲 线 的 另 一 条 ，x 是 负 , 对 应 于 xn 一 0 的 方向 有 公共 的 渐 近 线 , 在 抛物 点 情况 ， 
LN 一 M2 一 0, J2 寺 ?M7 天 0， Lv? 二 2Moios 二 人 7o 可 分 解困 子 ， 指 示 线 是 一 对 平行 真 线 ， 
如 图 9-18(o) 所 示 、 直线 的 方向 也 是 使 x。 一 0 的 方向 ， 在 平 点 ( 开 一 各 一 下 一 0)， 指 示 线 不 
存在 . 


(e) ZN -Ms=D 


{0) LN- MM?>0 Cb} LN- M°<0 et 1] 


图 913 


从 [xj = 点 ,我 们 看 到 : 如 时 指示 线 存在 且 不 是 辑 ， 则 在 指示 线 的 办 的 两 个 垂直 方向 


上 , ws 取 相 异 的 最 大 值 和 最 小 值 ws 在 椭圆 点 , 设 >0, 最 小 值 xi 具有 指示 线 的 短 轴 方 
向 , 即 是 到 丫 点 的 距离 最 小 , 最 小 值 m 具有 指示 线 的 长 轴 方 向 即 是 到 原点 的 距离 最 大 ， 在 
双 曲 点 , 最 大 值 x1 是 正 的 ,具有 双 曲 线 的 轴 的 方向 , 沿 这 个 方向 >0, 最 小 值 za 是 负 的 , 具 
有 双 曲 线 的 轴 的 方向 , 没 着 这 个 方向 m0。 在 扩 物 点 , 设 ww 关 0, 最 大 值 习 具有 垂直 于 平行 
线 的 方向 且 最 小 值 x 一 0 具有 指示 线 的 平行 线 的 方向 ， 在 这 两 个 恒 直 方向 太 为 的 值 达到 最 
大 利 最 少 ， 这 两 个 方向 称 为 二 方向, 对 应 的 法 曲率 wi 和 xs 称 为 主 电 率 ， 和 

剩 下 考虑 指示 线 是 圆 的 棋 圆 点 和 不 存在 指示 线 的 平 点 ， 在 这 种 赃 国 点 x 一 常数 0, 所 
有 的 方向 都 基 主 方向 , 类 似 地 , 在 平 点 , ,一 常数 一 0, 所 有 方向 都 是 主 方向 ， 让 曲面 上 ,一 
常数 的 点 称 为 脐 点 , 禄 圆 情况 下 的 脏 点 , 称 力 楼 圆 (或 球 贺 ) 脐 点 , 平 点 也 称 为 狗 鞠 脐 点 , 

例 9.9、 (a) 从 例 9.7 在 半径 为 a 的 球 画 上 的 每 一 点 ,法 旧 率 办 一 常数 一 Ha， 故 款 面 
上 的 每 一 点 是 椭 恬 航 点 ; 且 每 不 方向 是 主 方向 ， 

Cb》 平面 方程 是 zw 一 4g 二 bu+cv, 其 中 Ga, 6, C 为 澡 间 量 ， 这 里 wm 一 zw 一 ms=<0， 让 
此 , 工 一 虹 一 到 一 0, 页 平 而 上 每 一 点 是 平 点 或 抛物 膀 点 , 平面 上 的 每 个 方向 是 主 方向 ， 

(6) 在 例 9.8 中 , 儿 一 xlx 十 vea 十 (e 一 好 )es 宕 原点 的 湛 目 率 是 

A 

2 十 Co 
7vin6, 得 到 指示 线 土 1 一 2《 避 一 碟 ) 是 共 恩 冯 上 线 , 如 图 9-14 所 未， 这 里 xo 的 最 大 值 是 2 且 
有 二 轴 的 方向 ,x 的 最 小 估 是 一 2 具有 ws 轴 的 方向 , zi 和 ws 轴 方 向 是 主 方向 


X» 因为 du =1, Mu ~o08d, 一 SimB 全 一 To， m=7r0080, v= 


49.1 基本 内 容 [193P 
现在 设 多 一 人， 急 是 曲面 上 包含 王 的 任意 片 ， 在 Fo, 
问题 9.16 中 我 们 证 明 
定理 9.5 “实数 * 是 在 卫 点 在 方向 du:dw 上 的 主 
曲率 的 充分 必要 条 性 是 x, dw, du 满足 方 徐 
(LunB)dus tCM—aF)dy=0, 
(M—aF)adut (N—G)ay =0, {9.20) 
其 中 -baoas0 | 
上 面 是 齐 次 方程 组 , 它 有 非 平 凡 解 el，ga 的 充分 必 9 


一 x MM 一 x 
get 一 
要 条 件 是 M (Cs Ne) 0. 


展开 得 (ZG 一 FY) 一 (WNTGL-2FM)xT (LN 一 M0. 在 问题 9.14 申 ， 拒 们 证 明 上 
侧 方程 的 判别 式 , 大 于 或 等 于 零 , 这 样 ， 方 程 有 两 个 不 同 的 实 根 x4 和 ma， xx ms 就 是 在 非 脐 
点 的 主 曲 率 ,或 者 有 讽 重 实 根 x, 它 就 是 在 脐 点 的 由 率 , 于 是 有 

定理 8.6 * 是 主 巾 率 的 充分 必要 条 多 是 * 为 方程 (BG 了) 一 (BN+GL—2FM) 
x 十 (LN 一 让?) 一 人 的 解 . 《9.21) 

最 后 注音 : 在 脐 点 , 每 一 个 方向 都 是 主 方 向 , 这 当 且 仅 当 方程 (9.20) 的 系数 都 为 替 ， 于 
是 ,有 

定理 8.? 一 点 是 脐 点 当 且 仅 当 基本 系数 成 比例 , 此 时 法 曲率 


x- 吉 - 芝 - 二 1 (9.2a》 


6. 高 斯 曲率 与 中 曲率 
如 果 我 们 用 妃 G 一 下 除 方程 (9.21), 把 方程 写成  ， . 
和 一 2Hx 十 尼 一 0， 设 它 的 根 为 %，x， 
_1. _ EN+GL- SPM 
H= 可 《oa 十 xa) 一 


50 一 .2 
是 两 根 mu, xs 的 平均 值 , 称 为 已 点 的 中 曲率 
-am > 《9.24》 

是 两 根 x zw 的 积 , 称 为 卫 点 的 高 斯 曲率 . | ， 

因为 当 曲 面 的 定向 改变 时 , 沿线 的 法 曲率 至 多 改变 符号 , 当中 率 % 的 极 值 仍然 是 极 信 ， 
至 多 在 曲面 定向 改变 时 改变 符号 ( 极 厌 值 变 极 小 值 , 等 等 ), 四 此 得 出 高 斯 曲率 忌 一 xm 是 上 
面 的 不 变性 质 , 不 个 闵 于 曲面 的 玫 达 式 , 注意 G 一 >0, 于 是 下 的 符号 最 ZN 一 3Ws 的 竺 
号 相同 , 即 

定理 9.8 曲 疝 上 的 点 是 翘 图 点 的 充分 必要 条 件 是 .下 >0 十 曾 上 的 点 是 双关 点 的 完 
分 必要 条 件 是 环 <<0 草 面 上 的 点 是 抛物 点 的 充分 必要 条 件 是 豆 =0 - 

1 10 (a) 从 例 9.9(a)， 我 们 看 到 在 半 色 为 4 的 球面 上 每 一 点 ， 高 斯 曲率 刁 一 常数 

-到 中 曲率 五 = 二， 符号 依赖 于 球面 的 定向 . 


(5》 从 例 9. 9b) 我 们 看 到 平面 上 每 一 避 ， 高 斯 剖 率 及 =0, 中 曲率 HO0, 


其 中 


了 194] 第 九 闽 、 第 一 和 第 二 基本 形式 
(e) 研究 环 面 站 一 (1 十 gsitg 的 foog 的 Et 十 盆 二 dsin 直 ) (8 的 的 十 他 W06 中 ) 皇 从 例 9.5 
NE=D+onng), F=0, G=0, L=(b+osng)sing, NM=0, Ne*E. 、 
从 方程 (9.31) 绍 , 主 曲 率 是 下 面 方 称 茹 根 - 
a D+ nb) 一 et aan Yt eb tosin daingle ta re oii $) and —0. 
从 二 次 方 猩 求 要 公式 得 


(6 二 2g8ing) ID - 号 十 2ggin 办 、 二 和 和 六 pe Si 中 
Drannd) Mu sodasmg) a 是 昌 染 的 最 大 慎 ，% branng 是 


井 率 的 最 小 信 . 注意 坟 在 等 一 点 者 相交 有 等 了 环 页 生成 网 多 用- 最 小 曲率 听 随 册 沿 
着 经 线 变化 ， 在 外 全 而 的 平行 辆 贡品, 它 取 最 大 信 节 +5， 在 平行 加 多 ~ 和 $-m 它 基 


2% 一 


5 
零 ， 在 内 侧面 的 平生 国 帮 一 一 务 , 它 取 晤 小 值 一 二 高 斯 央 率 区 emg 一 和 


7 曲率 线 


设 了 雹 类 共 2 的 租 夯 片 w 一 赤 (w 2) 上 的 点 ,在 问题 当 :24 中 ， 我 们 征明 、 
定理 9.9 方向 gui: 如 是 己 点 的 主 方向 的 充分 必要 条 件 是 Qu- oi 恒 是 方 各 
(BM—LE)Gu 4 CBN— LO)duwot CPN — NOR m0 ‘(9.25) 
在 非 时 点 可 以 证 明 上 历 方 各 能 分 解 为 两 个 形 如 一 的 加 性 方程 它们 代表 两 个 于 
相 重 直 的 平方 向 . : 

注 喜 因为 曲线 的 法 机率 x 除了 符 时 是 不 这 向 此 可 网 合共 有 极 作 的 : 让 方向 也 是 不 
变量 . 特别 如 果 及 "(9, 四 ) 是 另 一 色 洁 卫 的 佣 标 片 ， 则 09:94 是 主 方向 的 充分 必要 条 件 是 
d0=0adurbav 和 dd$ 一 Budu 二 中 dv, 其 中 duidv 是 于 一 怀 (w; 9) 在 如 点 的 二 方向 ，; 

一 条 曲面 曲线 , 它 在 伟 上 每 一 点 的 切 方向 部 是 曲面 在 这 点 的 主 方向 , 这 样 的 昌 亢 曲线 称 
为 曲率 线 ， 从 上 面 推出 曲线 是 则 率 线 的 充分 必要 条 件 是 贞 线 上 每 一 点 对 某 二 得 省 这 些 点 的 
片 瑟 = 吾 (w w), 它 的 切 方向 满足 (9.25)， 由 此 竹 出 , (9.25) 可 以 认为 是 两 族 基 率 线 的 微分 
方程 ， 从 微分 方程 的 存在 唯 江 性 定理 即 , 如果 系数 是 CO 类, (9.25) 的 解 存在 .这样 ,我 们 有 

定理 9.10 在 类 >3 的 曲 源 二 齐 非 脏 点 的 邻 域 , 存在 两 族 相 正 奖 的 须 率 线 . 

例 9.11 研究 则 而 至 ues 二 ves 十 (tw 十 wes, 算术 将 一 1 十 各 有 四 = 和 全 一 1 十 4 和 
Lab t+), M0, 1) 用 一 8(doz 上 4o 十 1-ua 陈 (5.25) 
式 得 到 uj (Vdudo -ww dv ed, (udutvov) va ydv) =0, Mudutvdy 
一 0 ou 一 = 第 二 :全 方程 的 解 是 圈 族 中 二 oa 一 入 、 ,第 二 个 方程 的 解 是 通 进 原 点 的 家 
线 族 Y=bo. 在 曲 泵 上 这 载 时 线 的 人 是 曲率 级 . 如 图 9-15 所 示 ， 注意 在 原点 w=0, v 一 0， 
有 wi, Pa0,G= 加 Dm?, 六 =0, 一 2， 即 第 一 和 第 二 基本 系数 成 比例 ， 旋 不 点 为 每 
个 六 向 都 是 主 广 癌 的 脐 点 - 

作为 害 理 9. 10 的 结果 , 如果 则 面 充 分 洲 滑 , 在 非 脐 点 卫 的 邻 城 可 以 引进 03 类 举 标 芽 ， 
使 得 ”参数 曲线 是 曲率 线 . 在 许 参 间 题 中 , 总 有 包含 0* 类 坐标 此 ,使 得 w 参数 淹 线 的 
方向 是 莫 曾 在 .也 点 的 主 方向 ， 在 问题 9.21 中 , 我 们 证 明 了 

定理 9. 世 ”对 交 >>2 的 曲面 上 每 一 点 卫 , 存在 包含 已 的 时 上 使 短刀 电 参数 曲线 在 
卫 点 的 方向 是 晶 面 的 主 方向 

在 片上 的 非 及 点 卫 , 设 参 数 曲 线 的 沥 向 蚌 主 方向 , 因为 下 。 i 二 0- 证 ,急于 4 参数 


591 基本 内 容 门 8 下 
前 线 ， 系 ,一 0- 于 ,++1- 是 。 切 于 大 数 曲线 ,由 下 得 到 在 记 版 ， 方 程 (9.25) 对 du=1，qp 一 人 
和 w==1， du 一 0 必定 满足 代入 得 到 FN 一 MG =0， BM- LF =0. 

我 们 讲 过 在 非 脐 点 的 主 方向 是 正 交 的 .因此 从 定理 一 
9.1 得 到 在 卫 点 了 =0, 所 以 了 9 一 一 0， 最 后 为 
是 正定 的 , >0 所 以 下 一 0， 于 是 在 点 一族 一 0， 
其 道 也 直 , 即 得 

定理 9. 现 ”在 片上 的 非 脐 点 , wo 参数 关 线 的 方向 
是 主 方向 的 充分 必要 条 件 是 在 这 一 点 妞 = 妈 一 0 

作为 上 面 的 结果 ,有 

扒 论 , 在 设 有 脐 点 的 片上 , z “参数 曲线 是 曲率 线 的 
充分 必要 条 伯 是 片上 每 -点 P= 一 0. 

在 片上 的 王 点 ， 如 果 参 数 曲线 好 的 方向 是 主 方 各 s* ， 
向 ， 我 们 得 到 主 曲率 的 简单 才 达 式 , 邑 首 先 设 了 为 非 及 5 
成 ， 则 从 上 面 定理 8.12, 窑 卫 点 ，F 一 族 =0， 主 向 率 和 主 方向 的 方程 (9.2 只 简化 为 (一 
xm 吾 ?02 一 0 和 (站 一 zx) 一 0, 因 为 du=1, w 一 0 是 过 卫 的 4 参数 则 线 的 方 ;因此 得 到 
在 这 个 方向 的 主 曲 训 荐 4 一世/， 用 ii=0，z 一 1 代入 得 到 。 敌 数 曲线 方 捧 的 主 曲 率 是 
zo 一 权 /G， 著 卫 是 脐 点 , 则 从 定理 9.7 得 到 x 一 匡 / 刀 一 下 /也 一 二 /G， 于 是 , 我们 谈 明 了 

定理 9, 雹 、 敬 在 片上 的 也 点 ,Ww 参数 曲线 的 方向 是 主 方向 ， 刚 在 卫 点 的 走 曙 率 是 
“= LDL/E, nwa—N/G., 

推论 ， 著 在 片上 ,wu 参数 曲线 是 曲率 线 , 则 在 每 一 点 主 则 率 为 为 = 荆 /加 ,4 一 而 / 亿 . 

例 8. 掏 研究 明 面 定 =wer+ves- (23+v3) eg, 从 例 9. 二 知 曲 率 线 是 加 二 03 一 7 
和 直线 4 一 bo 的 像 、 昔 率 线 可 以 用 参数 代 热 w 一 reos 有 ?am 4 认为 允 内 此 时 曲面 
的 表达 式 是 (ro0sd)ert (raing)est res, >0. 

算出 第 一 和 第 二 基本 系数 为 为 一 ra 忆 二 0, .G14r， Dorel14 de); aa M=0, 
N= —2(1+4d9r) -Ys ,机 册 事略 /一 0 二 4 za 和 向 一 一 2(1 上 473)-30a 


6， 罗 德 里 克 公式 . ， 
设 ier: 瑟 是 匠 土 局 点 的 主 方向 ， 是 对 应 于 这 个 主 方向 的 主 昨 ， 则 从 (89149), C9.12), 


《9.20) 得 到 《〈 一 No 下 ,一 x 民 下。JGu 二 (一 MY 和 一 wx 下 下 .GOD， 
ii 十 (一 可， 下 于。 0 


即 [LCN, Gut No dv) +x( Badu ,dv)]- 填 , 一 0， 
[CNodut Ndo) + x( 时 .du 二 是 ,de)}- 匡 ,一 0; 
即 《EN 上 BE 是 ) ,下 ,一 0 (EN 十 双 避 ) ,在 ,0 


但 因 GTx 下 平行 于 卫 点 的 切 平面 ， 册 最 入 ,于 。 是 线性 无 闫 的 ， 因 此 d+xad 玉 
一 0, 凤 ZAN= 一 xd 环 于 是 在 主 方 向 ,向量 4 入 平行 于 8& 芋 , 旧 、 
dN= 一 x 性 ， 、 (9.26) 
其 中 x 是 主 方向 的 主 曲 率 , 其 逆 的 证 明 在 同 题 9.28 中 给 出 , 于 是 有 
' 定 理 9.19 方向 cuido 是 片上 一 点 的 主 方向 的 充分 必要 条 件 是 存在 某 一 个 数 %， 修 
2N= Nau+ Nodo 各 2 是 轩 ,Gt 十 是 dv， 次 足 N= 一 wn6 素 ， 其 中 必 是 让 方向 didw 的 


T1981 条 九 覃 第 一 和 第 二 基本 形式 


主 册 敲 . 
上 面 公式 称 为 罗 德里 克 公式 ， 它 完全 刻 划 了 主 方向 的 特 入 ,应 注意 记忆 ， 


9， 渐 近 曲 线 一 一 共 继 曲线 族 
著 片上 一 -点 的 一 个 方向 使得 
TI= La -2Maudy + Ndv?=:0, (9.27) 

称 这 个 方向 为 源 近 方 调 . 因 x。~ 了 JI/ 了 且 工 正定 , 故 渐 近 方向 也 是 使 x. 一 0 的 方向 .在 荫 风 点 
浙 近 方向 , 在 双 曲 点 有 两 个 不 同 的 浙 近 方向 ,在 抛物 点 有 一 个 渐 近 方向 ， 在 平 点 每 个 方向 都 
是 渐 近 方向 ， 

在 每 一 点 莉 和 浙 近 方向 相 切 的 曲 曾 曲 线 , 称 为 浙 近 曲线 , 于 是 此 便 前 线 是 浙 近 前 线 的 充 
分 必要 条 件 是 对 某 一 包含 这 帆 线 的 华 标 片 及 ~ 四 Cw 人 )， 革 线 在 每 一 点 的 切 级 方向 满足 方 
程 (9.27)、 在 双 赐 点 , 这 个 方程 可 分 解 为 两 个 形 如 4dur Bdv 一 0 的 实 的 不 同 因 子 , 它 可 以 
看 作 渐 近 曲线 的 一 阶 微分 方程 ,如同 曲 率 线 的 情形 , 我 们 有 

定理 9.15 在 类 之 8 的 贡 面 上 移 汉 曲 点 的 邻 域 ,有 两 个 不 同 的 浙 近 巾 线 族 

如 果 以 4 参数 曲线 本 身 是 渐 过 曲线 ， 则 在 每 一 点 ,对 i=l Gv=0 和 =0, 多 一 1 
《9.27) 必定 满足 , 因此 下 一 六 一 0 洗 逆 也 走 , 即 ， 

定理 9,16 片上 的 参数 曲线 和 参数 曲线 为 新 近 曲 线 的 充分 必要 条 件 是 在 每 一 点 
LN=0. : 

情 9.18 研究 曲面 昼 一 (re0s9)ert (rsin0est (log 7?)es, ru， 

算得 = 一 7/ (十 1， =0, N14/7(1 寺 7 

用 (+r9t02 染 (9.27) 得 至 微分 方程 一 "age 二 orajr 一 0 

即 a9+erjr=0 和 2 一 ar/r<0， 

解 得 人 -sing ?和 0+0 一 一 log 7， 共 中 局 是 积分 常数 这些 疝 线 在 由 闸 上 的 象 是 
两 族 渐 近 曲 线 .关于 ww, 9 解 出 > 和 日 得 和 一 一 (ze 十 四 /727 一 eeo/2， 于 是 

下 =oerop(eos (ut) ora(sin 十 Gt) ent 二 一 %)ea。 


这 是 用 渐 近 曲线 表示 的 曲面 的 参数 方程 , . 

我 们 讲 过 , 在 片上 曲线 在 每 一 点 的 法 曲率 是 一 了 7/T 一 E* 评 ， 其 中 让 是 曲线 的 曲率 揣 
建 ， 由 此 得 出 曲线 为 浙 近 曲线 的 充分 必要 条 件 是 在 每 一 点 下 "入 一 0。 即 是 沼 且 仪 当下 二 
或 上 牌 直 于 入 。 二 是 我 们 有 

定理 9.17 曲面 地 线 为 渐 近 曲线 的 充分 必要 条 件 是 或 者 曙 线 红 上 上 的 记 有 点 都 是 去 贸 点 
《天 一 0)， 或 者 它 在 每 -- 点 的 密切 面 与 曲面 的 切 两 选 合 . 

因为 沿 一 条 直线 , ==0, 于 是 有 

推论 曲面 上 的 直线 必 为 渐 近 曲线 ， 

对 不 是 直线 的 浙 近 曲线 , 我 们 将 在 问题 9.30: 中 证 明 以 下 定理 ,- 

定理 9.18 《Beltrami- 了 nneper) (贝尔 特 腊 米 - 轧 内 贝尔 ) ”在 不 吓 直线 的 渐 近 曲线 
上 的 每 一 点 , 它 的 找 率 二 满足 不 一 一 及 ,其 中 玉 是 在 这 -- 点 的 高 斯 晶 率 ， 

给 出 片上 一 点 的 方向 86u:8%, 车 方向 du:dw 满足 ， 

dN=0 (9.29) 

其 外 dE dw 七 革 s,Qv 和 6N N64 十 5o， 则 称 方向 gw: dw 共 辆 于 方向 3w: 8%， 


二 9 2， 问题 及 其 解答 [297 

展开 并 应 用 (9.10) “gd .3 一 0 等 价 于 

Laudut M(dudv tadv ou) + Na 384 一 0 (9.29) 

注意 ,因为 方程 对 称 , 由 此 得 到 6w: 6% 也 共 堪 于 dwsdo. 所 以 我 们 说 8 Bux:3o 和 tu: dv 是 
互 为 共 谣 方向 、 注 意 渐 近 方 岛 是 自 共 孝 方向 - 

给 出 任意 方向 dw;dv, (9.29) 是 关于 5w:5w 的 线性 方程 (Lav 和 av)8u+ (MM du 二 
才 妈 ) 和 一 0 在 问题 9.29 中 ,我 们 证 明 车 LN 一 到 3 关 0 这 个 方程 有 唯一 解 ， 即 有 

定 丙 9.19 在 曲 画 上 的 糖 贺 点 或 双 曲 点 的 每 一 个 方向 有 唯 -- 的 一 个 苍 方向 . 

曲面 上 的 两 族 曲 线 ， 若 它们 的 切 方 向 在 每 一 点 都 共 元 ， 则 称 这 两 族 曲线 为 共 久 划 线 族 . 
给 出 一 个 单 参数 曲线 族 Juw' 鸭 一 Ca， 方 程 (9.29) 可 以 改作 是 共 辑 曲线 族 9(u4) 一 Ca 的 一 
阶 微分 方程 . 

若 w,，2 参数 曲线 本 身 是 共 罗 曲线 族 . 赠 在 每 一 点 , dx 一 1， dv 一 0 和 5u= 0， 5u 二 1 应 满 
是 (9.29) ,代入 (9.29), 得 到 了 =0, 其 逆 也 真 、 即 有 

定理 9.20 片上 的 “参数 内 线 和 也 坟 数 内线 是 共 饮 遇 线 族 的 充分 必要 条件 是 在 片上 
每 一 点 用 =0. 

注意 作为 上 面 定理 的 结果 和 定理 9. 12 的 推论 , 我 们 有 : 在 没有 脐 点 的 片上 wt 参数 
线 是 正 交 和 共 连 的 曲线 族 的 充分 电机 条 件 为 它们 是 率 线 ， 

例 9. 芭 研究 曲面 ( 免 例 9.11) 息 一 we 十 oes 十 (oa)es， 这 里 五 = 契 一 20x2 士 oa 十 
1 型 =U、， 注 意 因为 处 处 王 =0.， 曲面 的 参数 曲线 族 是 共 力 曲线 族 . 现在 研究 在 参数 
平面 上 出 fw， 2) 一 成 十 咏 =09 给 出 的 曲线 族 ， 因 为 6 一 fdu+fvilw 一 26hw+2vdz 一 0， 有 
eiciao 一 户 :一 户 = 一 oa 用 3(T 上 2 二 oa 除 (9,.29) 得 到 一 Bw 二 w8v 一 0, 它 的 解 4 一 Ow 
是 参数 平面 上 的 直线 族 . 这 两 族 曲线 态 十 仿 一 O09 和 一 Co 的 像 确定 昭 夯 二 的 共 频 曲线 族 
实际 上 ， 它们 是 曲面 上 的 曲率 线 。 


$9.2， 问 题 及 其 解答 


1. 第 一 基本 形式 , 弧 长 , 曲面 面积 


9.1 证 明 旋转 曲面 四 一 帮 们 (oos 的 e+ 十 7( 的 90 的 第 一 基本 形式 是 工 一 
fdr + (f+ gd : 


证 : (fsind)ert(f oo fes, Rr (f'co80)ert (F'sind)eat yes, 
加 = 慎 。， 导 = FP 一 四 六 一 0, G 一 于 ef 
从 这 得 到 所 要 的 结果 . 


9.2， 求 锯 商 下 = (woog 9)es (usin 9)es+wes 上 的 缴 眉 sO 一 (0<)<w)， 
《8 一 常数 ) 的 弧 长 . . 
解 Bo 0 G0 
du/dO ulo0t B)/V I, I/d0=1. 


s-f[ Aw 3 +28 六 盆 +( 芭 让 y= [| one 


一 二 一 5 方 ~ 
= 六 =~ 可 tot BY TO 记 二 TomeatavE 
^ 工 十 Co 再 [oo AT+oot 可 dg 6 D. 


{198] 第 万 闽 ， 融 一 和 第 守 基 本 形式 
这 就 是 所 要 的 结果 ， 
9.9 证 明 上 题 9.2 申 的 肉 普 曲线 和 惧 而 的 直 母 线 0- 常数 相交 成 定 角 2. 
4 (80). ,CR, (A990) + du/90)) .加 
证 ， eo <( 全 了) A 
_ 了 +Gkaurag) ，. 
pr + Ota di [3 
VI) woobB 
VT SPT 
th 
TS A. 
这 就 是 所 要 的 结果 . 


8.4 “ 著 片 上 的 第 一 基本 形式 是 工 -as+ fw-a)quz, 证明 参数 曲线 从 所 有 参数 和 
线 中 截 出 弧 长 相等 的 弧 段 、 在 这 种 情况 于 称 9 参 
数 曲 线 蚌 平行 和 的、 如 图 9-16 所 示 { 注 意 ， 因 为 
了 一 0， 参数 曲线 也 正 交 ),， - 

证 : 沿 妈 矢 数 旧名 & 一 9 一 wo 在 一 碳 和 # 一 
za 人 < 之 赔 的 距离 是 a 

a= | Law/ da) Cue) Ca/ sd, 
-因为 i/@u= 二 dy/du 一 0， 放 有 
人 

这 就 证 明了 对 每 -~ 4 一 vo, 5 是 煌 等 的 : 

9.8 证 明 困 (wm, wa, 23) 一 0 下 示 的 曲面 , 有 jo az1 + fo advo fe, dra=0, 其 中 d= 
(az ana，das) 是 有 次 在 了 (ma zg oq%) 串 的 枉 党 切 向 量 “ 

证 ， 设 蚊 =oi(b)er+wo(i)@s 寺 sm(f)es 是 曲面 二 过 P 点 的 正则 曲线 ， 则 对 所 有 名 
fe (四,， va(， wa( 办 ) 二 OQ， 从 而 i 

/dt foal/0) + fod, /a + fe (da/ 0 =0,: 

即 营 0 下 =Qmert doraes 二 dws@s 是 切 平 甸 在 了 点 的 性 意 煞 向 量 , 则 


图 9-18 


fa dm tf dnt focicen0. 
8.6 证 明 参 数 变换 mainhi =， 一 oo<t 所 十 oo, 0<0<2n， 使 旋转 朋 面 Mw 
M, 、 _ Ms 


w= mn At 
ee 


思 17 


和 .9.1 问题 及 其 解 等 [peg0 
下 ==(eoshtcos 风 ea 二 (cosb#sin pjes+fes 0<9<2w 和 和 正 辟 锥 曲面 Ms Y= (wo0s 四 ) 1 十 
(wsing)es-i pes, 0 过 四 之 2 的 点 之 间 玉 定 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 对 应 向量 的 第 一 基本 形式 
一 至 i ， 
证 ， 因 为 至 ,了 是 曲面 Mi 和 于 * 允 应 区 域 上 双方 单 值 到 秆 的 英 射 ， 且 #% 一 simhf， 
只 一 确定 区 域 之 闻 的 一 一 对 应 ， 出 此 可 网 , 先 用 玉 ~!, 再 用 nw 一 sinht, 攻 一 和 最 后 用 了 得 
到 的 复 台 映射 是 曲面 1 到 Ms 的 一 一 映射 . 

对 M1 上 的 点 置 (5, 提 , 有 加 一 是 0+ 着 ,一 008h3$， 思 一 至 -太一 0， 生 = 于 1+ 至; 一 cosh* 
且 工 一 cosh2Kd82 十 0 ， 

对 民 s 上 的 点 于 9)， 有 本 = 于 加- + A 
Td 但 wsinhb, $= di 一 co08h$ 他 一 下 ,因此 

T+ (ginbai+1)adP + oosb’ ta —o08b sd + dn =I 

这 就 是 所 要 的 结果 | 


2， 第 二 基本 形式 , . | 

9.7 证 明 曲面 蛙 一 ze@1+v@s+《2 十 史 )es 当 o>0 时 是 粮 贺 点 , 当 "<0 时 是 双 曲 点 ， 
当 % 一 0 时 是 抛物 点 . 

证 ， 王 = 本 二 96， 下 -一 po 十 82268， 


N- 计 和 1- 二 (GY) er Sentes), 


E200, Rd, Rw-bves. ， 
Ce TSet1D5as 一 0 
NR N60 dm+io ti) 
DN Me I: 
因为 对 所 有 (ww 2)，4 妨 十 9 十 40， 故 当 9>0 时 ，JLN 一 了 3>$, 这 些 点 是 机 图 点 ， 当 
9<0 时 ,LN 一 MM?<0、 这 些 点 是 台电 点 ， 当 一 0 时 ,IN 了 4Am=0 且 工 #0 这 些 点 是 犯 胸 
点 . 
9,8 证 明 在 问题 9,7 中 的 曲 闸 它 抛 物 上 丰 了 (0， 的 在 平面 的 多 
证 ， 在 4=0, o=0 有 及 .一 el， 了 ,一 8a, 因 : 
上 由 在 6,0) 的 切 平 面 是 举 标 平面 ms 一 0 9 参数 
曲线 w 一 是 立方 禾 物 线 太一 ves+v1@s, 它 落 在 
点 了 (0 0) 分 域 的 场 平 男 的 两 俐 . 如 图 S18 所 
不 ， 
8.9 证 明 曲 线 的 切线 身 古 上 的 所 有 点 都 是 
抛物 片 ， 
证 ; 出 线 了 ~ Y(s) 的 切线 曲面 为 是 一 了 (s) +wtCs)， 于 是 


tn ut N= eb 


po 一 + (whte)nturb, 
.i 一 由 LL" No [unls, 


[200] 第 九 章 .第 一 和 第 三 基本 形式 
MX N=0, N= k ‘N=0. 
因此 在 所 有 点 LN 一 M0. 证 毕 . 
9.10 证 明 旋转 曲面 芷 =f(t)Ceos 9)es+f 了 (i) (sin0)es+tes, f(t)>0 上 每 一 点 是 折 
物 点 , 当 且 仅 当 曲 面 是 加 柱 面 了 一 @ 或 为 锥 面 了 =at 二 5, g 一 常数 关 0、5 二 常数， 


= M0N- 
证 : 算得 工 [EE ， MH=0,N [I 十 本 75 ? 


因此 LN 一 各 ?= 和 
因为 1>0, ZN 一 Ma 一 0 有 公 尖 0 即 当 且 仅 当 也-a#0 即 1 一 时 +b, 6 证 
毕 . 


9.11 证 明 在 彬 回 点 的 邻 域 , 曲面 落 在 切 平 面 的 -- 便 ， 
证 : 没 吾 -在 (w 间 是 全 同 避 一 卫 (u+gw, e+do) 为 刁 的 邻近 点 ， 据 前 了- PQ-N=- 
1 


妆 TI+O(R Td ), 其 中 二 I7 一 二 (Ldw+2 dudvt+W dv) 是 在 (dzw，dv) 的 椭 贺 抛物 
面 ， 到 有 人 三 ) 不 变 号 , 并 且 当 有 具 仅 当 d=0, dv= 0 时 等 于 堆 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假 
设计 二 TF>0， 令 du=rcosd, 加 一 rsing， 研究 量 


wy 


1 I 1 Last2Mavdy+ Nav 
2 ceios 2 十 co 


= 坦 (Teos*6+ srt ee) 


这 正好 是 在 单位 圆 d= 60a6, Gor sin9 上 计算 出 来 的 二 27, 因为 寺 开 连续 且 在 阅 上 大 


于 办 , 故 刘 IT/(da+edo) 有 最 小 值 加 >0， 现 在 选取 。 使 当 du2-+doz<ee 就 有 
O(daa + ov) 
td 


， 四 
但 另 一 方面 ， 当 0 < 人 十 o < 的 Tg 而 PT >0. 尘 此 可 见 ， 


当 ee 上 oos< 昌 时 0>>0， 也 即 久 落 在 切 平面 的 同一 侧 , 证 毕 . 


”法 曲率 ， 高 斯 曲率 和 中 曲率 


9.12 求 曲面 曲线 至 一 wer+vest+ (ww + es, 8, 在 点 所 1 的 法 曲率 向 量 
,和 法 曲率 x. 
解 , ， EB-1t4du, T= do， =1 二 4v3 
N= (duet dot1) a(— —2ue -2ves+ea), 
L= =2(dw2 4 40+1) "13, M=0, N~—2(di+ dv?+1)-13, 
du/ dt—24, dv/dt=—1, 
当 i=1 时 ,w=l v=1, B=6, F~4, GQ=5, N= -talae+sm- @], L=2/8, M=0, 


=2/8， 避 =2， 冲 =1， 因此 ” 


< 


Lauw/di) oN Cau/at) (dv /dt) + NCdv /dt)s _ 


Bldt) + Fu a (dv /dt) TG dv 部 


39.3 ”问题 及 其 解答 [201] 


天 -RN 一 总 [ae 二 38 一 所 :证 毕 , 


9.13 设 到 是 曲面 在 卫 点 在 心志 0 的 方向 的 切 
线 ( 即 非 渐 近 方向 的 切线 )、 证 明 过 了 且 与 五 相 切 的 
所 有 上 曲面 曲线 的 密切 回落 在 一 个 球面 上 . 

证 ， 设 O 是 过 忆 且 与 亏 相 切 的 曲面 基线， 因为 
xm 一 此 "和 学 0, 可见 此 关 0, 可 写作 

Ha— KH N) =—x 008q, 

选取 入 ,使 得 为 >0 且 名 在 下 的 方向 及 之 0, >0 
且 0<e 一 人 (nN) < 等， 现在 设 p 一 芋 , 甩 ~ 直 ， 划 


p= 及 cosa, 其 中 及 ~ 常数 ， 且 p 是 0 的 密切 加 的 曲率 
半 笃 ， 由 此 得 到 密切 圆 是 密切 平面 和 半径 为 慷 且 与 
王 点 的 切面 相 切 的 球 而 的 交 线 , 如 图 9-19 所 示 , 证 毕 ，” 图 9749 

9.14 证 明 方程 (BG 一 了?) xs 一 (加 NN 二 GI 一 2 了 Mx+ (LN 一 M?) 一 0 的 判别 式 大 于 
或 等 于 零 , 并 且 当 上 且 仅 当 卫 / 召 = 开 / 玉 = W/G 时 等 于 零 

证 ， 方 程 的 判别 式 为 (了 -GE 一 3M)5 一 4(G 一 可)(EN 一 9) ,可 证 它 便 等 于 


4(293 人 2 J BM- PI)s + [zw -er (wu rn)). 


因为 EG 一 下 >>0, 因 此 判 别 式 大 于 或 等 于 零 , 当 且 仅 当 
BM-PL-0 且 BN-GL- 人 (EM- FI)-0, 

期 当 且 仅 当 BM 一 PL-0 且 BN 一 GL~0, | 
即 当 且 仅 当世 /B= 到 /P=NW/G 时 ， 上 式 为 堆 . 

9. 巧 证 明 在 此 看 的 每 一 点 卫 存在 一 个 抛物 面 ， 使 得 由 面 在 三 点 沿 任意 方向 的 法 曲 
率 和 抛物 面 的 法 曲率 相同 ， 

证 : 很 设 曲面 被 平移 旋转 到 卫 在 原点 且 切 平面 是 raos 平面 。 则 在 卫 点 的 邻 域 ， 曲 可 
可 以 表 为 


ertvetf lr, ves, 
其 中 站 (0, 0) 一 0 (0 0) 一 er 于 s(0， 9) 一 ee， 由 泰坦 定 温 知 
于 = wt vert 和 (at bo to)ert OC To), 
其 中 及 ww《0, 0) 一 a6s, 看 w(0, 0) 一 Bes, wl0, 0) =o8s, N(0, 0) 一 em 


因此 加 一 -99 二 各 和 于 09， 关 二 浙 似 地 洗 为 


"vest vest F(a aduvt ov) es. 
它 是 在 x 一 0, 一 0 切 于 mas 平面 的 抛物 面 , 且 使 汉 一 x 这 就 是 所 要 的 结果 ， 


9.16 证 明定 理 9.5 即 龙 证 明 x 是 主 方向 .asaue 的 王 间 率 ， 当 上 且 仅 当 xo， gao， doe 
满足 


(Lnio Byduot (CM — xoF)dvo—0 
(M+ so Pdiet CN —n vom 0. 多 
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证 ， 设 wo 是 对 应 于 主 齐 向 we:aun 的 主 曲 率 , 演 意 到 老 曲率 是 法 由 率 z 的 最 大 或 最 小 
值 , 于 是 


多 
在 (wo woo) 上 取 庆 大 值 或 最 小 鸽 ， 则 击 向 积分 


知 , 偏 导 数 


Oxn | On } 一 
a | oa 0 
(guo 加 时 pastsl 、 
本 Te TI | 0 和 TI 11 1 | -0. 
‘(Gwe do 轩 up Ete) 
用 工 莱 全 式 得 
Ia- 有 Ta -0 HII- Tw =0. 


‘dye ew) ， ;uerEpe) 
但 是 (T/T) | weep ml se = 20, 
因此 (ZT 一 xo Taw) caw,ovw —0, 且 CTTao 一 so Tl) leew th 0 
因为 TIw-2Ldut2Mav 自 Tm 一 2 如 du+2 了 dy 等 等 ) 代入 ,得 
(Ledwt Madvo) ~xo Bowt Pdvw) =0, . (Mdwt Ndvo) —xolF duot+G do0) —0, 
这 职 给 出 了 所 要 的 结果 ， 其 逆 , 设 xo, dw, dve,d 史 车 6 虽 光 0 满足 方程 (a)， 则 xo 必须 满足 
ao EB MM- xa) 
* M-KF N-—kKG 
晨 症 整理 得 (BG— Fw (HNPEOE— 2 NM)x+ (LN— M’) =0. (by 
现 设 卫 是 带 有 上 曲率 为 * 的 脐 点 ,因为 * 容 每 个 方向 上 取信 ，(a) 的 系数 必须 全 为 零 , 即 x 一 
工 一 让 /了 ~ 和 1/G， 但 是 另 一 方 疯 ,从 问题 9.14 得 到 方程 (b) 有 两 重 根 ,因此 x 一 xo, 于 
是 为 主 曲 府 , duo:dto 的 方向 是 证 方向 ,车 卫 为 非 脐 点 , wo 必 是 (6) 的 两 不 不 同根 中 的 
一 个 , 即 是 , 在 非 脐 点 , 主 方向 duo: 2vo 的 山 率 是 观 企 主 曲率 站 的 一 个 , 这 就 证 明了 定理 ， 
上 .区 证明 两 个 向 而 的 交 线 O 上 每 二 浊 的 丁 东 ; 汪 尾 
. in 一 二 十 一 enaCOBG， . 
其 中 为, ws 是 两 曲面 在 卫 点 沿 申 线 G 的 切 方向 的 深 曲 蕴 , 是 两 曲 针 在 卫 点 的 法 向 量 之 司 
的 交角 ， 
,证 ， 从 方程 (9.15) 得 


waNa =x(n: ND NaxsNi = n(n N,) Ns, 
代入 且 用 第 一 章 定理 1.8 的 二 重 向 量 积 的 公式 得 ， : “ 
a1 Na—xa Ni [CR NO Ns — (Na) Ni x (Ns x xm 
青 应 用 第 一 章 定 理 1.8 的 向 量 货 等 式 [FJ, 进 ~ 步 得 到 
Ca 一 RD (x Na--xu Ny) =x°U (NiX Ne) XN] [CV x MM) xnl 
[Nix Na) AN x Na) ~ (CNix Na) :#8) 
A = (Nix Ya)， Nax We, 
其 中 (Nix ND -R=0， 因为 .Nix Ns 平行 于 曲线 的 切 方向 ; -展开 得 
x CN Na) —2xwaC Ni Na) 十 则 (RD) = | NX Nh, 
即 08 二 项 一 和 Sin?0, 
9. 克 证 明 在 片上 每 一 点 ; 有 sx We 一 x{( 忌 swX 瑟 oj 其 中 x 是 该 点 的 高 斯 曲率 . 


9.3 何 题 六 其 解答 [20 时 


证 。 因 为 从 是 单位 长 向 旦 ，W。， 全 4 三 直 于 和 N， 国 此 平行 于 切 平面 , 可 写作 Ne 
8 下 十 互 避 。 和 TV 一 e 下。 二 多 疏 。， 其 中 6, 5, 6, 2 是 常数 ,注意 
Nx N,= (ga.+b yx C6 于。 十 芭 下 一 (ad 一 BO) CKux bE 


于 是 只 要 证 明 a 一 0 一 |“! 一 x， 由 上 面 和 第 九 章 (9.10)， 有 
及 ,Nu=@ ob B+ FL. 
生理 可 得 HNP+bG~—M, 
Ku N=0EtaFf-—M, 
- . NoF ta —N. 
以 上 等 式 可 以 守 作 抢 阵 积 


5 襄 :一 ~ 
( a)'(s 加 -CC nw) 
因此 |* | .| 引 - 一 五 -| 
即 he 证 毕 。 
4. 曲 率 线 


1 9.19 确定 下 一 xei 二 wes 十 (2TTo)es 在 %=1. 4= 工 的 主 方向 并 且 验 证 罗 德 里 克 公 
式 . . : 
解 ， 从 例 9.11 知 加 一 1 十 42， 矶 一 4 ， 俘 一 十 十 403， 了 一 2(402 二 02 十 1) 22 有一 0 
一 2(40 二 4 二 1)" 在 w=1,0=l 有 有 名 =6, F=4, G=5, =2/8, 人 =0, N=-2/3, 由 
方程 (9.35), 在 4 一 1, 4 一 1 的 主 方向 是 下 面 方程 的 解 


| 一 最 aoo+ 总 david, 
基 {du+ dy) (du — do) =—0. 
因此 Ludi 和 dtd e111 
又 下 .一 E 十 2uuBa， 下 ,一 ea 十 202a 


Ne (4w2 41.4621) "1/3( —2ues —2ves + es), 
No (det? -+403+ DWE— (Sw 42)e1t Suv es—dues], 
Nd +1) -walBuver— (30° +2)es— dves], 
在 4 一 二 4 一 小. ， 
sri 2es es thes, 


N.= 吉 ( 一 10e: 二 863 一 2)， 
N, -过 (se- 10ea 一 4 各 3)， 


dN:=N. du+N, ai 二 (- tae.+iaeo)= 一 盘 《e: 一 en), 
RE od 1 Cg, 
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18 
于 是 ， Ni= 一 太 ? 
同班 。 Ns Nudist Nodvs= 走 [2020s~Bes] = 2 tertestdesl, 


27 
Qs 一 置 ,dus 十 星 ,dva 一 el eaes, 
因此 。 dN 一 各 dX。 这 就 验证 了 罗 德里 克 公 式 . 
9.20 证 明 A40w2+2Bdudy+Cow 一 0 的 解 当 拉 仪 当 O 一 2FB+GA 一 0 时 作成 片 
上 的 正 交 上 申 线 族 . 
证 ; 假设 4dw-r2Bowdvt0002= (4d Gut+B Ov) (COwtD dv)， 则 曲线 族 之 一 是 
Gut+ Bav-0 的 解 , 另 一 族 是 0'5w+D'5v 一 0 的 解 ， 从 而 ， 
uido—B;—A, . 
Buido = Di— O°". 
从 定理 9.1 知 , 两 族 曲 线 相 正 交 的 必要 充分 条 件 是 ， 
Baudu tt FlduBv +dv6u) +Gau v= EBD—F(BOTDAN)+GAO 
一 吾 O 一 27 有 十 他 4 一 0 
8. 中， 证 明定 理 9.11, 即 是 证 明 着 了 是 类 2 的 曲面 片上 的 点 , 则 存在 包含 了 的 坐标 
片 , 使 得 参数 贡 线 的 方向 是 主 方向 . 
证 ， 因 为 在 脏 点 情况 下 每 一 个 方向 都 是 主 方向 ， 所 以 研究 卫 是 非 脏 点 且 任 一 包含 记 
的 和 坐标 片 就 够 了 。 设 于 ~ 圣 (w, 的 是 任 一 包含 非 脐 点 了 的 坐标 片 , 且 设 qui:doi 和 Gz’ dvs 
是 在 卫 点 的 主 方向 ， 研 究 参数 变 抽 
VY=0u 0 + dw, 
，， ， v=—dor b+ deo. 
注意 因为 方 册 suurdas 和 uidm 不 同 如 因 全 人 | +#0， 于 是 参 数 变换 是 客 许 的 
Or 类 变换 .由 此 得 到 于 一 (6, 内) 一 下 (et 中 )， v9, 由 ) ) 是 包 会 疡 的 08 类 华 标 片 , 且 
下 ,一 陡 ,(8wu/80) 十 慎 ,(Bwj 366 二 下 duz 十 是 pd 
于 ,一 于 (Bu/8 四 ) 十 及 o(B218$) 一 硬 。 dus 十 是, dvs. 
即 0, 少 参 数 曲线 在 卫 点 的 方 间 是 主 方向 ， 
9. 驶 ”Euler 定理 .证 明 在 类 守 2 的 由 而 上 一 点 在 切线 工 方 向 的 法 曲率 为 一 xicos* a 
二 masinao 其 中 ,wo 是 也 虑 的 主 曲 率 ， a 是 工 和 对 应 于 ov 的 主 方向 的 切线 同 的 交角 . 
.证 ， 若 卫 是 脐 点 吉 一 吉 一 ;, 定理 显然 成立 在 也 为 非 脐 点 的 情况 下 设 下 至 (w 
是 包含 卫 的 储 标 片 ， 使 得 w,% 参 数 曲 线 的 方 尚 是 主 方向 ， 则 从 定 弄 9.12 知 也 一 用 一 0， 


且 在 任意 方向 de:dw 的 法 曲率 %== 汪 25 十 坟 9 淮 定 理 9.18 得 到 主 明 率 


Bawt+G a 
庆 一 也 /再 ，Ma 一 下 [人 谍 入 oz 得 
Eaw Gov 


Wi eT i Ee 
其 中 «8 分 别 是 任意 切线 方向 Qw:av 和 主 方向 1:0 和 0:1 的 切线 间 的 交角 、 从 方程 (9， 6) 
知 Bodu 


oosa 一 TE 
及 本 人 二 全 GO ww 好 


”9 号 “ 同 题 及 其 解答 TD208] 


一 “Gar 
BBG 
平方 并 代入 得 wospa 十 mcoes 有 
但 是 主 方向 是 相 垂直 的 , 即 
H- 守 一 % , 
因此 oa 一 H1 C08 0 + ns sin w， 


9.29 ”证明 定理 9.14, 即 皇 证明, 车 存 在 某 不 数 *， 在 方 网 gu:dv 上 满足 aN = 一 xQ 于 ， 
则 zw:mm 是 片上 一 点 的 主 方向 . 
证 ， 由 dN 一 一 wd 陡 有 
(CNTFxd 时 ): 蚊 ,一 0 且 NTzxd 下 ) 在 一 0， 
即 [Ndu-t Noav) tn( ,d+ ,dv)] :0 
[CNudt Nodo) + (udut+ 恒 ,Av)] -于 ,一 0, 
(— Nua) dt Nx do 0 
(一 训 半 一 x 恒 w* 让 dw++《 一 入 革 。 一 x 昼 。- 导 ,dv 一 0， 
即 . (L—xB)adut (MM —x Fdv=0, 
! (Mp) dt (NaG) 0 
从 定理 9.5 得 到 * 是 主 曲 率 县 到 :go 是 对 应 的 主 方向 . 
9.234 证明 定理 9.9， 即 是 汪 明 dw:av 是 片上 一 和 方 风 ， 当 且 仅 当 dw 和 ow 满足 
(BM~ LE)dw + (EN— LO)dudy t+ (FN— MA)dv . 
证 ， 从 定理 9.5 知 dw: 机 臣下 万 向 , 当 且 公认 交 实数 光合 得 
—xB)dvt+ (CM 一 xP)Ad 一 
Cp (N—xG) ov 0. - 
即 LatMav)—a( Bat Fy) 0， 
(MAau tN -uF dst GA) = 0. 
上 面 方 各 组 有 非 平 凡 解 (1， 一 *), 当 且 仪 当 
Tout Ma Edust+Fay' -0 
Na Nao FlduiGayl . 
展开 得 (BM LF)Aav+ (BN LG)dudv (FN— MOVdv: -0 
9.25 如果 两 个 曲面 相交 成 害 角 , , 且 交 线 是 其 中 一 个 曲面 的 曲率 线 ， 证 明 交 线 也 是 另 
一 个 曲面 的 曲率 线 . 
证 ， 央 为 曲面 Wa， 3s 相交 成 定 角 ， 故 沿 交 绕 Ns “一 常数 . 


因而 0 号 (Ni "ND) -有 (ND): +N (各 人 Rh 
设 交 线 为 好 , 的 曲率 线 , 则 由 Rodrigue 公式 

oN __ dX 

本 一 
因 上 比 ， 一 2 N+ N.S -0, 


而 上 坪 -各 直 于 Noy 即 (a 各/ 抽 ):N0 于 是 
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Wg-o 


因此 2 季 家 二 -和 N 


赎 ， 好 存在 四 使 得 


因为 六 二 人 商量 故 7a 重 直 于 Ns 内 此 可 见 2 平行 于 
一 所 罕 ) 喜 此 灾 扫 世 是 Ms 的 曲 守 线 . 

8.28 菜 至 基本 形式 “第 三 基 志 | 形式 定义 为 1 GdCN， 和 证 明 工 IT 一 3 到 IT 十 
五 工 一 如 其 中 百 是 中 曲率 , 站 是 高 斯 曲率 ， 

证 ， 容 易 验 证 了 IT 如 岗 工 一 样 是 不 变量 ,注意 z7 利 恕 随 曲 医 定 向 的 改变 而 变 号 , 于 
是 研究 固定 点 了 和 售 卫 的 侧 标 此 ,使 得 4 。 参数 曲线 在 卫 点 的 方向 是 主 方 名 就 足够 了 , 从 
Hoarigue 公式 ， a 


A WN,— — “1s, 
< 人 一 一 2 下 。 
其 中 知 ， 知 是 主 山 罕 ， 由 此 可 见 ,对 任意 (Guaw)， 
oN=N,auvtN, dv om —xi du — ss mk, du — mo ova Ro dv -ns oly 
> 下 vd。 . 
名 1 


8 一 一 站 避 ,十 如 晨 ci 一 台 逢 wx 一 如 时 -0 一 一 w 汪 在 十 (一 邓 ) 寂 。 天 ， 
好 CN + mad mo) dt 
于 是 (ON -Fu16¥) "CON + msd EE) (ws— 9) Cs—K1) dy sr 
因为 曲率 线 在 卫 点 是 重 宜 的 , 论 定 -及 ,=0， 则 (4N +bd 不 ), (EN 二 jadg 吾 ) 一 0 
邯 ON-AN + (xtxa)GN. GE -+xnsd TR = 0. 
六 此 TIIT—2HIT+xT =0 
9.37 证 明 用 了 Cos oo er) ~ 必需 的 关 而 的 庄 方向 是 以 下 方程 组 的 人 

do fa fat 

‘| mm Fo oe | 0, 

dm fo df 

~ fad fudvs + fados—0, 


定 ， 没 d 于 一 dieu ds0, dwse 为 和 最 峙 由 frm tod t fai 0 知 ， 人 一 
六 .elTfaes+fees 为 法 向 量 , 且 入 一 ,于 是 
dN 条 一 , 
四 上 
其 中 dG~dfme1t+dfoes+dfs,es， 现 设 GY dni et dn es+dw3e@3 是 主 方向 ， 则 从 
Redrigne 公式 知 , 8 时 平行 于 4V, 因 前 三 网 量 : 尼 革 Ada 线性 相关 。 


9 多 ”向 是 及 其 解答 。 [207] 


0~[aX NaN] = [| 9 


XG XGG 
-ap GO 一 和 了 
笨 [@ 芝 人 的 一 0, 因 此 [dg 是 他 gG] 一 0 问题 得 证 - 


5. 渐 近 曲线 一 一 共 雹 曲线 族 
3.28 曲面 政 一 发 ( 启 十 疏 Ko)， 其 中 下 1， 晨 a 任意 ,证 明 昨 谭 的 参数 曲线 是 共 罗 昌 线 
族 . 
证 ， 芝 ,一 证 1Cw)， 于 ,一 下 5(w), 并 w 一 0, 痢 一 了 w" 和 三 0， 于 是 从 定理 9.20 知 参数 赐 
线 是 共 辆 琐 线 族 . 
9.28 证 明定 漠 9.19, 即 证 在 椭圆 点 或 双 有 曲 点 的 每 一 个 方向 有 一个 是 只 有 - -个 共 轿 方 
:向 。 
证 ， 由 方程 (9,39) 知 , 6w: 32 和 和 ii; 共 轿 , 当 且 仅 当 
(Lout Mav)dut (Mdut Nav)du 0. 
上 上面 方程 有 唯一 解 St:8g，ia2 十 82%0 当 且 仅 当 系数 不 全 为 等 。 于 是 ,给 出 du:dw, 存在 唯 
一 的 3w;6v, 当 且 仅 当 
(LautM adv): tM dt dO, 
即 (T+ Md OL M+ MN dadot (M+ ND vi 0, 
而 这 个 方程 对 所 有 gm:ao，das dos%0 异 于 零 , 当 且 仅 当 判别 式 
(D+ MS)CM2+ NS)— (LM + MN) 0. 


展开 得 (LN— M3>0, 

邯 LN—M*%0, 

于 是 每 个 方向 da: 妈 有 一 个 光志 方 向 , 当 且 仅 当 
LN M0. 


这 就 证 明了 定理 , 其 逆 也 真 ， ; 
9.30 证 明定 理 9.18, 即 是 证 明 潜 不 是 直线 的 浙 近 曲线 的 挠 率 * 满 忠 到 一 一 素 ， 
证 从 定理 9.17 知 , 渐 近 曲线 上 每 一点 的 密切 面 是 策 面 在 这 点 的 切面 ， 因 此 滑 咎 线 付 
波 向 量 古 = 土 丸 。 两 边 求 导 得 
BtON/ds) = eh, 


县 2 


外 问题 9.26 知 

TII~-2HIT+xf "0. . 
机 0 LU AN, dN 

而 沿 渐 近 曲 线 IZ m0、 字 " 叶 

1 gd 
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因此 P+-0, 
即 一 —. 
9.8L 证 明 用 (ca， wa， zs) = 作风 示 的 曲面 的 渐 近 方向 是 下 面 方程 组 的 解 
azaEpe tdva dfot drs dfe, 一 0 
fa dvst fe dnt fo, dz， 
证 : 从 问题 9.27 知 个 =fwel+faes+fmes 是 曲面 的 法 向 晤 ， 


PC 
区 二 省 
_aG _ (G06)G 
Nao 


因此 车 3 人 一 dvie1-F Owzesy 十 dases 为 渐 近 方向 , 幅 


SII -daN- RG Ga 
OmII=—dX:aN re 
而 td 不:G~0, 于 是 dX.:dG 一 0， | 


中 Ca fe + rs df e+ dradfe, 0. 


9.32 用 上 题 结果 求 昌 面 了 23 -wxsinp 一 0， 一 康之 各 所 总 ， 41>0 的 渐 近 曲 线 . 
2 2 


解 : fa = -sin wa, for™— — L008 ws, ful, 


df = C08 wa drs, fo = ~—008 wa tiri + ty sin ts dts, df ,= 0, 


方程 dfa dow1+ df a, dvs + fs, dvs— —2 00gms on Gms + wi Sin ma dn: 0 
有 因子 Uta~0 和 —200s za dv wi sin wa dr 一 0. 
它 的 解 va=0 和 =: 的 sec 


把 第 - 解 代 入 xs-- wasin 2 一 0, 得 到 直线 族 四 =- 加 一 0 zs 一 $sin 0, #70、 把 句 二 解 代入 
aa 一 54sin za 一 0, 得 到 曲线 族 


Ti—K Seo u, vot, vem: K so90!/2 w sin nd, 一 二 < 可. 


.3S9.3 补 充 题 

9.38 证 胃 Monge 片 一 wes+ves+f(w, 0)es 上 的 参数 曲线 为 正 交 曲 线 族 的 充分 点 
要 条 件 是 f=0. 

9.34 ”证明 曲线 下 = 了 的 切线 曲面 下 一 了 (s) + st(9) 的 第 一 基本 形式 是 工 - (十 
8 本 208 十 208GU 十 Go2、 ， 

9.35 证 明 曲 线 了 ~ 了 (s) 的 副 法 线 曲面 芋 二 Yls) 十 wB(s) 的 第 一 基本 形式 是 T= (1 十 
wr) det gu, ”i 

9 .36 求 球 加 向 线 下 一 (sin@ en)er + (sin $sin Des+ (os), 9— | 3 
外 时 i 村 的 服 长 ， 答案 , 2 


89.3 补充 惠 [299. 
9,37 证 明 Monge 片 下 一 wei+?yes+f(w 9)es 的 曲面 的 面积 为 积分 


A= 1 VITARTAaud. 


9.38 证 明 在 曲 丙 上 两 个 坐标 片 下 ~ 于 Cw, 轨 和 下 一 至 "0 由 之 交 的 那 部 份 上 有 
po | OC0, $B) 
NG— (BG [A 人 如 和 | 
9.39 证 明 在 曲面 下 = (weos6)ei 上 (using)es 十 (ap 二 TD)ea 上 使 得 
. G+ od —du =0 
削 申 线 , 作成 正 交 曲线 族 . i . i 
9. 和 0 证 明 在 则 本 下 = (roeosb)eaT (rsin 的 es+f(9)es 上 的 9 参数 曲线 是 平行 的 . 
9.41 证 明 Monge 片 于 -wer+vesf(w o)es 的 第 二 基本 形式 是 
II= (fatf+1) YT fd + 2 fdudo + fed 
9. 昭 证 明 一 般 柱 面 于 二 了 Cs) 十 ug, 9g 一 常 向量 上 的 点 是 抛物 点 或 为 平 点 , 
9. 负 车工 一 下 (uw 4) 下 ~ 下"(0， 办 是 使 -309: 多 >0 的 而 个 毕 标 片 。 证 明 第 二 基 
本 形式 的 系数 变换 规律 为 
L102 2M"0uu tN’:, 
— L004 M(Bpot- po) + N'dubo, 
NW~=LG 2M"Gp t+ N"g?. 
9. 双 证明 曲面 耳 =《w 二 wv)ei+ (4 一 V0)estuves 在 w 一 1, b 一 1 的 点 的 高 斯 曲率 和 于 
曲率 为 下 一 一 高 , 一 沙 : 
多 .篇 证明 旋转 曲面 下 一 (ooshycos 分 eli+Keoshxysin 用 ea+wes 上 每 一 点 的 中 曲率 都 
为 零 ， 
9.48 证 明 沿 再 aisin my 一 catosma 一 0 的 诗 晶 率 为 十 -5 
9. 条 证明 赣 面 等 = (woos 及 el 二 (xsin9)es+ Bes 的 间 率 线 为 log (w+ Vi 二 了) 一 9= 
C 和 Ig 十 Ni 十 站 十 9 一 K 的 像 . 
.向 用 Dupin 指示 线 求 曲面 着 =we1 十 ves 十 (4 十 2)Bs 在 点 2 一 0, 9 一 0 的 主 曲率 
和 和 主 方向 ， 
9.49 证明 在 片上 与 给 出 的 曲线 族 Adwu 十 Bdv 一 0 相 正 交 的 曲线 族 是 方程 (B88 一 4) 
ax (RB 一 GA)Gv 一 0 的 解 。 
9. 抒 设 曲 面 Xe (eos ee? (sin et (3 )es 的 参数 曲线 
是 渐 近 曲线 , 验证 沿 w 参数 曲线 (vs 一 0) 的 找 率 z 满 足下 = 一 
9. 谍 ”证明 曲面 ws 一 入 十 二 一 0 的 渐 近 曲线 是 这 曲面 和 柱 面 族 豚 十 如 =O 和 吕 一 碟 呈 
下 的 从 线 . 
9.52_， 证 明 主 方向 平分 淅 近 方 向 。 
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9.58 证 明 中 贰 率 为 办 的 曙 面 , 它 的 渐 近 曲线 作成 正 交 明 线 旗 . 

9.54 ”如 果 球 而 或 平面 交 申 而 成 定 角 。 证 明 交 线 是 沿 率 线 ， 

98. 路 ”证 明 在 曲面 上 任 一 点 任意 两 个 相 刁 直 的 方向 的 法 曲率 的 和 是 常数 . 

9.56 如果 监 面 有 一 非 直线 族 单 参 数 平面 源 近 曲线 ， 证 明明 面 汶 平面. 

9.57 设 下 是 由 面 片上 的 一 个 区 域 ， 在 B 的 单位 法 向 量 的 端点 形成 单位 球 而 的 子 集 
BB, 称 妈 为 且 的 球面 像 ? 证 明 在 卫 点 附近 ,PE BB" 的 而 积 与 忆 的 面积 的 比 , 当 收 第 到 
忆 点 时 ,这 个 面积 的 比 趋 于 | | 

提示 ， 参 见 问题 9.18. ， 

$9. 多 没 卫 是 汕 面 上 的 一 点 ,在 卫 点 忌 z0, 证 明 存 在 卫 点 的 一 个 分 域 , 使 得 这 个 领域 
药 点 可 以 和 这 邻 域 的 球面 像 的 点 之 问 建 立 一 一 对 应 ( 见 问题 9.67)。 


第 十 章 曲面 论 . 张 量 分 析 


$10.1 尖 本 内 , 容 


1. 高 斯 魏 因 加 尔 吞 (Ganss- Weingartony 方程 ， 

曲面 的 Ganss-Weingarten Wp Frenes 方 窒 ， 前 面 讲 过 Frenef 方程 是 
向 量 志 全 让 写成 志 12, 的 线 合 , 其 系数 是 * 和 7T。 类 似 地 Gauss-Weingarten 方程 
是 向 晤 下 。 互 。 向 帮 的 信号 记过 二 员 的 红 作 人 人 其 系数 是 第 一 和 第 二 基本 系数 的 
贵 数 . 


假定 是 一斑 (w 人 是 类 池 2 的 则 硬 片 , 则 芷 sy 站。 和 如 是 扩 类 画 数 且 有 连续 偏 导数 
了 ws 和 oo 四 wm，N 和 Po 因为 向 量 四 。 瑟 。Y 织 性 无 关 , 我 们 可 以 写成 
时 开导 TS etaay，， 
w= Tt Ti tN, . - 
.Ew Th To N,  . (10.1), 
N,~ BX BE， | 
NBRut BREEN, 
浴 中 系数 三 ,ow，BI, 2 确定 如 下 : 
因为 订 有 单位 长 , 则 太 。 和 轴 。 生 直 于 入 ， 所 以 
ON N=-BEeN+t BXo NTyNeN, 
ON,-N~ BRN+ BEX NE IN N, 
而 uN- XN-0, NN-1, 
于 是 . 2 一 ?3 一 0 ， ， 
yp 0 :DOD “BIB+ Rp, 
—M~— uN BE Eet BY ,BF+BIG, 
、 一 许 坟 ,NN。 一 A 太古 + BEX 村 ,一 BB 
ep 0 丰 .十 国 大 政司 3G， 
对 同和 谎 解 前 两 个 方程 , 对 胡 和 有 解 后 两 个 方程 得 到 


MF -LG 2 ME 2 MM 
AA- BR- -J 
、 MF-NE ” | 
Ep. i 00.% 


再 确定 ml oa，ass。 六 为 Ci， 
Lu No—THXNEIS YN TaN N= i 
ME NTHXN+ TEE NieiN. Nero, 
WW = NThX. NETSE NaN. N= 
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于 是 
ou=L, on5 一 到， oN (10.8} 
剩 下 确定 5, 在 问题 10.8 中 ,我 们 证 明 它们 是 
-2F7+8 有 场记 GbPG .4 2G Po Ge FG, 
BEG FY  ’! 2 EG-F)’ DBGE FY) 
(10.4): 


EG.—2F Ft FO, 
2 


ra 2BF,— BE FE ye RGFE, 
2BG- FP) ? “YY 2BG- FI)’ 


了 一 


于 是 我 们 有 
定理 如 .1 在 类 >2 的 曲面 并 址 一 下 (w 四 上， 向 量 宝玉。， 访 和 和 它们 的 信 导数 
是 
Xu THE tTH ELN, 
= Th +t T+ MN, 
EE Tht TE NN, (010. 
~ N,=BiX.+ BE,, 
N= B+ BY 
其 中 系数 Bf 和 8 由 (10.2) 和 (10.4) 式 给 出 ， 

上 面 方程 的 前 三 个 称 为 Gauss 方程 , 后 两 个 称 为 Weingarten 方 恕 , 量 机 称 为 第 二 类 
Ohristoffel 记号 .注意 在 (10 .分 中 , 了 仪 依赖 于 第 一 基本 系数 和 它们 的 导数 ,而 启 却 依赖 
于 第 一 和 第 二 基本 系数 ,再 定义 了 一 了 ls 各区 = Th 于 是 对 所 有 饭 小 天 一 二 2 有 

4 一 7. 

例 10,1 对 旋转 曲面 = (ucos)et (vsing)est gl) es u>0, ,我 们 验证 (10， 2) 和 : 
《40.4) 式 是 正确 的 . 

解 ， 由 X= (cosb)ex 二 (sinag)ez 十 gep 

下 ,一 一 (asin 的 el 十 (iceos 的 ea 
N- —(1+ 9 Ycy’ (oosb)ert y (sin es— ea), 
"es uo = — (eind)et (0080) es, 
= — (uco8d) ee (usin es, 
得 Bit 面 一 四 在。 一 0， GK 
天 和 一 IC 二 一 基 VD 


N= oo Ng ltg i 
应 用 (10.9) 和 (10.4 算 得 
一 中 
BR-—9"(1+9) ?, 有 = 大， Bi= ~w yg(1+g") 沪 
一 8g ACT Ta 一 了 TB = 
T= —wW (1+9°). 


只 而 


THREATHR LN -IgE EN 
~ Cau, 


7§10.1 基本 内 容 [ES 
TI Rt THR MN X= — (in 08+ (08 的 es 一 下 ww 
Th + TX NN — lrg I+) IN 
=— (wooBd)er— (usind)er 二 a 
PX PR gg 一 (+g) (ooed)ert CsinB)es + g'ed) 
=N,, 
BIX PI uly +g Rg (tg) (eing)e— (eos0yes) 
=N,. 
这 就 是 所 要 的 结果 . 


2. 方程 的 相 容 性 和 高 斯 定理 


给 出 gb 的 足够 高 类 的 函数 召 ，G， 荆 ，MY，- 村; 我 们 研究 是 否 存在 一 个 曲面 疏 一 
攻 (w 妨 ， 它 的 第 一 和 第 二 基本 系数 就 是 百 , FG 和 工 , 性; 入 .一 般 地 说 ,除了 满足 某 些 
“ 相 容 性 ”条 件 外 , 回答 是 否定 的 、 这 些 “ 相 容 性 ”条 件 是 由 这 样 的 事实 引起 : 如 果 下 (wz 9) 是 
Os 类 沙 数 , 则 及 的 三 阶 混合 偏 导 数 与 微分 的 硕 序 无 关 i 即 是 - 
(下 ooo= (eo) ws 《站 oj 一 (下 oo - {10.6) 
在 问题 10.28 中 , 我 们 证 明 
定理 10.% 设置 = 下 (w，%) 是 类 之 2 的 曲面 片 使 得 Gauss-Weingarten 方程 的 系 
数 是 07 类 , 则 混合 偏 导数 豆 wo， 下 so， 至 wo 存在 且 满足 (10. 的 充分 必要 条 件 是 第 一 和 第 
一 本 条 小 消 居 相 容 性 方程 7) 和 (10.8). 
—M,=LTlr MT TI —NIY, 
La —NIis 


下 


(10.7) 


LN— 2 FLITE)e— (Tet TT ~ Ti 
+BITDs (Ti) t ThaTh rT Tl TT Tal]. (10.8) 
相 容 性 方程 可 以 写成 各 种 各 樟 的 解析 形式 ， 在 这 个 形式 中 前 两 个 方 独 (10.7) 称 为 
Mainardi-Codazzi 方程 ， 后 一 个 方程 (10.8) 称 为 高 斯 方程 。 高 斯 方程 特别 有 趣 ， 前 面 讲 过 
省 只 依赖 于 第 一 基本 系数 和 它们 的 偏 导数 . 因此 ZN 一 于" 具 配 款 于 吾 ， 互 ， 妇 和 它们 的 


偏 导数 ,但 是 另 一 方面 高 斯 曲率 及 一 了 二 36 这 个 原来 要 用 第 二 基本 形式 来 定义 的 高 其 


曲率 , 却 只 依赖 于 第 一 基本 形式 的 系数 ， 这 是 曲面 理论 最 重要 的 结果 之 一 、 并 且 我 们 将 乔 
到 它 有 许多 重要 的 淮 论 。 于 是 我 们 有 

定理 了 .3 高 斯 的 著名 定理 ， 在 交 >8 的 由 丙 上 的 高 斯 下 只 是 第 基本 撒 式 的 系 
数 (和 它们 的 偏 导数 ) 草 函数 ， 


3 有 曲面 的 基本 定理 ， 


定理 芭 汉 ,曲面 的 基本 定理 ， 设 吾 了 G 是 0 的 09 类 函数 到 三- 环 是 四 2 的 
全 类 呵 数 ,这 些 函 数 都 定义 在 包含 (wvo) 的 开 集 上 , 对 及 有 (wi 0) ,使 得 
(i) EG — 10, Bt, G0 人 


Ea 妒 ] 第 十 章 ”曲面 论 ” 张 虽 分 析 

{ij) 加 总 @ 五 到 ,下 满足 相 寄 性 方程 (10. 们 和 (10.8). 
划 在 (uw, vo) 的 邻 域 ,存在 一 个 0 类 山 面 片 至 = 畦 (u,v)， 它 以 辟 , 卫 ， Go 五 天 不 为 第 
一 和 第 二 基本 系数 , 日 除了 空间 揭 位 置 差别 外 满足 这 条 件 的 曲面 在 一 及 (uw) 是 唯一 的 . 

以 给 定 的 吾 ， 刀 全 五 型 丈 为 曲面 的 第 一 第 二 基 水 系数 的 曲面 的 存在 性 的 证 明 ， 在 
畦 录 呈 中 给 出 。 我 们 现在 证 明 唯一 性 , 

设 坐标 片 时 一 至 (uw, 9) 和 脏 一 脐 "(w，v) 定 义 在 包含 (ww，w60) 的 连通 开 集 U 上 , 且 对 所 
有 (ob 从 ,票数 加 一 到， 一天， GG"， 攻 一 了 用 一 姓 ", NN 一 NN*. 我 们 假设 晶 曾 通过 平移 
和 旋转 , 使 得 点 至 "(wo，wvo) 和 对 应 点 下 (wuo， wo) 重合 。 且 切 向 量 蛋 SCo， vo) 入 ?ww0，w0) 
分 别 和 素 s(wo，zo)， 忌 oso， V6) 重合 , 这 是 柯 以 做 到 的 ， 因 为 向 量 及 ;下 ; 的 长 度 入 及 它们 
之 间 的 交角 是 用 如 ,Fr*,G* 来 确定 的 ， 术 ，B，Gr 各，F，G 在 (t，vo) 相 等 ， 现 在 设 
Y 一 wx( 纺 ， 9=4( 纹 是 连结 Go，w) 和 矿 中 任意 点 (wm 0) 的 正则 固 , 福 究 阔 数 斑 (8) 一 及 ut)。 
ou( 坟 ) 豆 。 访 一 下 Wu 有， 的 )， 怪 o 人 及 一 下 wet 到 ，2( 及 )， 求 导 得 


a Gas” Ea JE, 本 ao 
a 一 全 a Tt En + Ew 2 
Es 中 

rbot 己 + 和 和 各 甸 . 


应 用 (i0， 的 三 个 加 条- 其 : 归 开 一- 各 得 到 


' 唆 - 工 全 十 于。 am 
7 


GE 1 Qu dv gee CE 
rm :区 + 区 这 ) 瑟 


+ 人 本 eu 二 了 加 x x 下 CEG 一 Fe) 二 


(rh 妆 可 +7 人 区) 瑟 +( 本 芭 +7 允 有 ) 也 


+( 宝生)CGExIy (BG F')E, 


或 2 
BR, ods) Kat a) Eo tol ux Ko, G0.9¥ 


入 10 十 90 人 于。 二 有 ( 扑 下。X 在。， 


其 中 -= 司 ，20- 避 -全 本 + 你 村 


注意 上 厨 方程 是 以 函数 于 ()， x “过,() 为 未 知 数 的 一 认 常 微分 方 各 组, 系数 a(#)， 
&( 引 等 仅 疲 粮 于 曲线 全， w( 人 和 第 一 第 二 基本 系数 马 , 所 , 全, 工 ， 型， 下 凡 役 加 五 G 沿 
VW 一 WW 科 ，v 一 9( 税 的 导数 , 因为 对 所 有 (x20), 一 BF=F',， G=G", LDL=1, M=M", 
本 一 "对 六 的 醉 数 入"( 引 一 了 "(v(t)， (1))， ZX1G6) 一 于 :w(t DS = ut) 
(办) 渤 兴 标 糙 天 一 部 "fx 铀 持 筒 下 小 微 分 方 各 弓 C19- 全 、“ 榈 始 入 鸡 烛 网 , 史 
Ed Set CT nf tOE 
匡 ,to) 一 第 .Cp，w) -下 :ww t 罗 ) 一 赴约 )， 


10.1 右 木 内 容 fl8 


用 ,各 ) 一 慎 。Ctio, oojmm 下 Co， to 一审 5(to). 
由 常 微分 方程 的 雄一 性 定理 得 到 沿 曲 线 &=w( 扩 ,9m=v《 引 对 所 有 志 (=A"(, 因此 举 
标 片 于 = 下 (tu 9) 和 吾 一 下 ee 0) 重合 , 这 就 证 明了 定理 : 
例 10.2 求 基 本 系数 为 =1, F=0, Gi LZ=1, ;= —0, N=sin%, 0<uco 
的 曲面 . ， ， 机 
解 ， 从 (10.2) 和 (10.4) 得 到 0 
Bl -1, PB-B-0, Bi -1, Th Th-Th TE-0 
了 种 一 fot u, T= —Ah ood. 7 
于 是 Gauss-Weingarten 方程 为 人 ，. 1 
下 一 到， 下 ww 一 (cott 囊 or- Ho (sinuoost) E, na 
Tew 一 下 No 一 一 采 o 
从 第 一 和 第 四 个 方程 我 们 得 到 
下 om 一 一 五 or 
积分 得 下 一 @(o)sint eonut eko), 
从 第 二 个 方程 我 们 得 到 


下 w 一 Goosu 一 Dn (eos k, /cost BIbos teobtt ciooby, 


于 是 . 
Bsinwi eoswootw) 一 一 Cootu 
即 束 一 一 creosw。 
因为 丰 各 6 仪 是 4 的 函数 ,得 到 - 村 
Bc’=0, 
因此 … 书 一 常 向 量 ; < 一 常 岗 量 。 


从 第 一 和 第 三 个 方程 , 我 们 得 到 


Ema"sinwg— — (sinwoosw) {gin?u) ou ~ Gein’, 


因 前 ol 一 一 ea 
积分 得 . - 
a 一 d eosv-resinv， 其 中 一 常 向 量 ， e 一 党 向 县 ， 
于 是 doouvsinutesinveing td eo e, : 
主 证 明 向 量 de, 五 作成 标准 正 交 基 . 
因为 -| 下 一 em ad-d)o0 vriniy t+ 2(d: ey osv sth vii 如 


+2Cd.b)eoav sinucosaut (ee)sin vain?w 
寺 2(e- 下 JSin onin we08 wt (HB) ce w 
= 008 YD 十 国力 in2y 十 60 如 站 一 了 . 
部 是 , 政 在 中 心 为 c 半径 为 1 的 球面 上 ,为 了 证 明 已 e, 5 作成 标准 正 交 基 ， 广 意 刻 
EGmin dd mn sin’ vy— 2 eany coe v aia 
+ (ee@)eod v sin’ gw, 

即 l= (dd)sin’v -2(de)sinv ev + (2.6)s08 
因而 ’ @:@m1, dewm6, dt—1. 
利用 上 式 我 们 得 到 . 


[31 第 十 合 ”曲面 论 ” 张 重 分 析 
,0 (bd)sinvsin wu— (e:b)eosvain’w. 


因而 . bd=e:b=0. 
最 后 互 。 .X， =E=1—608 C0 w+sm’ voos w+ (bb)sin?u, 
于 是 b-6=1. 


这 就 是 所 要 的 结 果 .。 因此 具有 给 定 基本 系数 的 曲面 是 半径 为 工 的 球面 . 
4- 曲面 的 某 些 整体 定理 | 


我 们 证 明 球面 是 类 之 3 连通 、 闭 的 和 它 上 画 所 有 点 都 是 球 性 脐 点 的 曲 画 。 假设 8 是 类 
之 3 连通 , 闭 的 且 其 上 每 一 点 都 是 球 性 脐 点 的 曲面 . 设 卫 是 仿 上 的 任意 点 ， 互 = 并 (% 号 是 
上 包含 卫 的 连通 片 、 前 面 讲 过 在 球 性 脐 点 , 每 一 个 方向 的 法 曲率 «= 常数 天 0, 所 以 片 江 
药 每 一 个 方向 是 主 方向 , 于 是 在 片上 的 每 条 曲线 , 特别 是 参数 由 线 是 曲率 线 . 根据 Roadrigue 
公式 得 到 
= 一 x 坟 。 和 No= 一 x 谍 。. 

注意 , 在 固定 点 沿 每 个 方向 % 是 常数 ,但 不 知道 当 片 上 一 点 变 到 另 一 点 时 , x 是 否 仍 为 常数 ， 
为 了 证 明 % 在 点 变动 时 仍 为 常数 。 我 们 假定 卫 (w，) 是 0 类 .并 计算 Nie 一 “至 mo 一 
No 下 4 和 Pu = 一 * 焉 we 一 xn 下 代入 得 

mo 在 ,一 xu 是 一 0. 
而 在 每 一 点 , 下 * 和 互 。 线 件 无 关 , 于 是 

vw 一 0 租 ，mw 一 0， 
因此 , 在 片上 x 一 常数 , 于是，& 上 属于 片 的 每 一 点 w= 常数 汰 0。 现 在 研究 了 固定 , @ 是 沪 
上 和 任 一 其 他 点 ,因为 是 连通 的 ,在 8 上 存在 连结 己 和 鲜 的 正则 弧 研 ;下 一 焉 (六 ， 因 为 8 上 
全 个 丰 名 时 过 作 及 S 上 每 条 曲线 都 是 曲率 线 ， 于 是 再 应 用 Rodripue 公式 ， 沿 工 ， 


入 --: 昱 ,证 意 到 在 包含 忆 的 片上 “一带 数 ,因此 ,在 三 的 得 一 点 一 常数 , 积分 得 到 


N= _ yx 即 


< a (c 一 常 向 量 )， 


于 是 及 ,特别 地 己 在 中 心 为 半径 为 疝 前 球面 上 ， 因 为 @ 任 意 , 得 到 在 上 , 因为 号 
是 连通 的 且 中 是 闭 的 、 根 据 定理 8.5 得 济 衣 =2， 这 就 证 明了 上 以 下 定理 ; 

定理 10.5 ”连通 ， 闭 的 , 类 >8 卫 其 上 的 点 都 是 球 性 脐 点 的 曲面 是 球面 ， 

局 理 可 证 . 

定理 10.6 连通 ， 闭 的 , 类 .>2 目 其 上 的 点 都 是 平 点 的 曲面 是 平面 . 

上 面 定理 的 证 明 留 给 读者 在 为 练习 (问题 10.88). 

在 问题 10.10 中 ,我 们 证 明 :、 

定理 0.7 (Lisbmann) 充分 高 类 , 连通 , 紧 致 且 其 上 高 斯 曲率 为 常数 的 曲面 是 球 画 。 

注意 , 从 定理 10.7 我 们 得 到 球面 的 一 个 重要 性 质 , 它 将 在 下 一 章 禅 细 屯 加 以 研究 , 这 性 
质 就 是 车 存在 一 个 由 曲面 马 到 曲面 8 的 连续 映射 户 这 个 喘 射 是 局 部 一 对 一 的 且 保 持 第 一 
基本 形式 . 即 对 号 上 每 一 点 了 ,存在 一 个 包含 的 片 芋 一 率 (u %), 合 得 A 是 于 不 (u, 9) 
到 及 上 的 下 = 下 "Ce，o) 的 一 一 映射 ， 且 使 第 -~ 基 本 系数 在 对 应 点 相等。 注意 ， 正 如 问题 


810.1 基本 内 容 [2I7] 


9.6 所 证 明 的 ， 两 个 曲面 的 表达 式 不 需要 相同 。 这 是 因为 曲面 由 它 的 第 一 和 和 第 二 基本 系数 
所 唯一 确定 ， 如果 2 是 球面 , 则 8 也 必定 是 同一 半径 的 球面 。 因为 对 球面 2, 它 的 高 斯 曲 


率 下 ~ 让 是 常数 , 其 中 请 是 全 的 半径 ， 且 因 高 斯 曲率 上 只 是 第 一 基本 系数 的 西数 ， 由 此 得 
到 也 有 常数 高 斯 曲率 KE- 起 ， 又 因为 球 曾 了 是 堪 通 , 紧 至 且 映 射 了 是 从 翌 到 六 的 连续 


映射 ,由 此 得 到 总 是 连通 。 紧 致 的 ， 从 定理 10.7 得 到 入 也 是 半径 为 及 -~ ( 去) 的 球面. 


5. 记 号 
使 用 张 量 和 张 量 记号 , 曲面 论 的 公式 可 以 极 大 的 简化 , 然而 这 样 做 需要 改变 记号 , 要 把 
间 量 的 分 量 的 下 标 改 为 上 标 ， 于 是 在 如 中 的 向 量 就 写成 
在 一 办 el 十 oses 十 zaea. 
在 参数 平面 上 一 点 的 坐标 写成 (zt :2), 坐标 片 写 成 下 一 下 (ws)， 斑 的 偏 导数 写成 
日 下 aX __ 2 
一 5 XB, X= EE Ter Ot Ge?” 等 等 。 
由 此 得 到 切 向 蛤 为 ， 
dd 一 下 :God 十 下 sdue2， 
第 一 基本 形式 为 
了 一 & 在 .0 在 一 至 1 Ese het +2,- Es dt Eade de 
= gudu dutt+ gdut dw goa ua ot tg du? qua ' 
= gd du (10.10) 
其 中 ga 一 下 1 下 1 一 百 ， gis 一 gu 一 下 1 害 s 一 柬 有 卫 gi 在 9 下 5 一 -G 表示 第 一 基本 系数 ， 
4 =l1.2. 
我 们 也 用 9 表示 工 的 判别 式 , 即 


| 各 [gg gu0n ~ BG 
9a Yoa 
引进 量 
并 一 as ,ge 2 一 9 坟 " 
一 10.11 
9 9 了 g 六 (10.11) 


在 问题 10.12 中 ,我们 证 明 
os fi 车 6 
Eon" 6-{ 0 3 
即 是 ,矩阵 (499 是 抢 阵 (gw) 的 逆 矩 阵 ， 甜 阵 积 
(2)( ,) 
gal ga \ gL ,ge o 1 


最 后 , 法 向 量 六 的 微分 为 向 量 


《10.12) 


N=— Nidw + Ne 
第 二 基本 形式 为 - 


全 531 第 十 章 ， 曲 面 记 c 汪 蝇 分 析 
了 一 一 可 在 : aN— 有 Nidutdwa— Xi- Nyadw ae- Ta Ns dw du — Xa Nadw dw 
bu dae + bis Gut due + Ba ur ete: + bos de du 


-Bb du | | ”10.18) 
其 中 
ba 一 五 N= RN 也 
ia 一 Ba 一 一 下 县 一 一 下 一 下 TY 一 下 一 对 (10.14) 
Bay— — Na a NN 
表示 第 二 基本 系数 . 
喊 们 又 定义 加 . . 
po lo Sn bb bubaw LN fs 《10.15) 
ba bag ” 
省 路 和 式 记 导 的 害 如 下 ;， 
和 式 
: .| Bab ub msde-haabs. 


注意 上 式 的 左边 ,在 ca 如 中 作为 上 标 和 下 标 恰好 出 现 一 次 ， 在 这 种 情况 下 , 我 们 省 略 记 手 
三 , 简写 为 aa". 于 是 
a 加 a 一 

指 妆 到 过 计算 的 噬 标 次 为 未 和 或 呀 攻守。 二 扫 标 在 计 钴 中 是 可 以 改变 的 。 即 
, Gud" sds 了 
独 标 宇 称 为 自由 指标 ， 它 不 能 改变 ,最 后 , 在 仿 导 教 的” 或 =- 中, 指标 宇 看 作 上 标 ， 
5 看 作 下 标 。 

例 10.3 (a) 设 /=f(2 9 9) 是 一 (es op 3 2 8 了 对 w' 的 篇 半数 的 链 
法 则 是 


—gb! t bed on 


2f 2 9n 2 0m -让 9 
Br Br or Br Br ar 证 a Bz Bu 


因为 «作为 冲 - 中 的 下 指标 又 作为 55 的 上 指标 出 现 , 所 以 上 式 可 以 写成 


有 一 工 2. 


Qu' ， 
8 a Or 
Bu Om Ou 


(b), 设 8=aasvrve, a, 忆 一 1，2, 3 因为 mw 作为 上 者 标 和 下 者 标 才 各 出 现 一 一 次 ,总 是 
二 重 和 ， 


一 az + rag p+ rt 十 owl oat 
a 二 Was2RoR 
例 10.4 使 用 省 略 和 式 记号 ， 我 们 可 以 把 切 向 量 写成 g 焉 上 下 scGue 第 一 基本 形式 写 
成 工 - 收 。. 改 edu dus, 法 向 量 尽 的 微分 写成 dN 一 Noiw*， 第 二 基本 形式 写成 
II ~ — Xo Nadu du? ~ oa Nau ous = tas dur dus, 


10.1 基本 内 容 [229) 
Gauss-Woingarten 方 各 (10.5) 写 成 、 
下 1 一 了 9 下 co 二 DTV， Kia~= Ti 1 Ba， 
下 ss 一 了 2 下 jos， 一 IE 一 CT 
或 简写 成 Es=THRe tbsN, N=BYXe, 2 j=1.2, 


6- 流 形 初步 


张 量 除了 应 用 于 再 s 中 的 曲面 之 外 。 还 有 许多 应 用 现在 我 们 引入 初等 曲面 的 广义 破 
念 如 下 ， 

我 们 假设 一 对 象 的 抽象 集合 用 ,PP 称 为 “点 ?， 它 与 wm 个 实数 组 (at, 二，…, wr) 的 集 
合 及 建立 一 一 对 应 , 则 (oz 地，…, tr) 称 为 卫 的 屡 标 。 肝 中 的 点 与 集合 访 中 必 数 组 之 同 的 
对 应 称 为 了 的 坐标 杀 ， 记 和 化 Ce， …, ar)、 类 似 于 在 曲 研 片 下 二 (wt, 妇 ) 上 确定 的 
一 个 从 片上 的 点 到 名 ww 平面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 路 上任 一 其 他 的 从 标 系 已 (到 碟 ， 

… 如 ) 确 定 另 一 个 个 实数 组 的 集合 妨 。 齐 和 瑟 两 个 集合 之 间 确定 一 个 一 一 对 应 关系 (wi 
人 er 2 交 )。 这 个 对 应 称 为 举 标 变 接 。 这 个 对 应 可 以 写作 如 “让 (ze? 
1 它 的 道 变换 为 江 一 WG …, )。 这 里 如 是 上 的 实 变 实 值 函数. 
作 是 S 上 的 实 变 实 值 钞 数 。 这 些 变 换 和 曲面 片上 的 参数 变换 相对 瞩 , 即 和 

三 一 名 (如 we ), WU 3) 

《 它 的 通 杰 换 中 二 好 G0， 名 )， 个 一 中 (V2, 证 )) 相 对 应 ， 这 变换 存在 于 两 个 华 标 片 的 交 柴 上 

我 们 假定 在 mn 个 实数 集合 8 上 确定 了 坐标 系 ,集合 8 是 开 的 , 这 就 是 说 车 对 每 一 个 有 
序 实数 组 (3，…, 鸣 ) E 8, 存在 一 个 实数 s> 0, 使 得 对 所 有 满足 


[ 宕 ce 一 罗 和] < 的 Ga 四 
都 在 8 中 ， _ 
我 们 也 很 定 变换 总 一 将 (Ge，…。 we) 和 它 的 地 变 换 妈 = V(B5，…。 丈 ) 有 连续 偏 导 委 
了 
和 包 人 j=1， em 县 Jacobi 不 为 零 ， 即 : 


OL 1 te) Dut 
dol( Gr) #0 
(1) 1 
和 全 ~ det( 2 )z0. 
在 问题 10.17 中 , 我 们 证 明 由 于 沁 和 对 互 为 反 函 数 , 故 有 
Bu! Gur : 
Br gr dt. (10.16) 


一 个 定义 在 昌 上 的 实 变 实 值 曾 数 到 (oo 在 点 (4，…， 吗 ) 称 为 连续 ， 如 果 低 
给 e>0, 可 找 8>0, 使 当 [ECu 二 芭 ) 匀 8 议 有 
[Be (一 人 0)) Ee. 


称 丁 数 友 (wt，…, we) 在 如 上 连续 ,如 果 它 在 襄 上 的 每 一 点 (中 ，…， 吧 都 连续 ， 它 在 
《 坊 ,…， 吗 ) 的 偏 导数 定义 为 下 式 的 极 最 , 即 i 


fz20] 第 十 意 ， 曲面 沦 : 张 是 分 析 
Wd, 0 + hs 人 Ww (wd, ) 


,lim 
拥 象 集合 到 和 它 上 面 所 定义 的 容 起 标 系 的 全 体 一 赵 ， 有 只 维基 本 坐标 流 形 。 
便 双 .5 《a) 在 总 中 的 正则 往 单 不 相交 ) 曲线 是 1 维基 本 毕 标 流 形 ， 
(b) 在 本 中 的 初等 册 节 (被 一 个 华 标 曲面 片 记 春兰 ) 是 2 维 站 本 标 流 形 ， 
() 在 印 中 定义 愉 宗 变换 避 一 丰 (os co， S12， 3， 它 的 道 变 换 戏 一 (7 世 
,5 2, 多 亦 闪 前 慕 可 比 


O21, 23, 25) (ou 0 om 
Hla, tm, 0 天 0 种 BE, Bi, Wy) »0. 
变换 局 Cr 类 ，EB? 和 所 有 坐标 系 卫 ( 坟 oo 一 起 是 8 维 蓝 本 坐标 流 灌 ， 


7. 张 ” 量 
在 坐标 流 形 上 一 点 己 的 张 量 卫 ， 可 以 看 作 具 有 以 下 两 个 性 质 附属 于 卫 的 确定 的 几何 
“对 象 *， 这 两 个 性 质 是 

(1)》 对 于 在 流 形 上 的 每 一 个 华 标 系 卫 《ww wT 是 用 数量 0 的 集合 来 表示 ,0 称 
于 对 和 坐标 系 己 Gb …， 2) 的 分 可 . 

人 ) 如果 Pet …， 下 ) 是 流 形 上 的 另 一 个 坐标 系 ,了 J 对 于 PC …。， 大 的 分 量 合 儿 
于 对 了 (wr，…，sw) 的 分 量 9G， 用 确定 的 变换 法 则 相 联系 ， 这 个 变换 法 则 依赖 于 坐标 变换 
Wd (ul, 和 人 它 的 道 变换 江 = ey 2), d=1, 

在 曲 而 上 一 点 卫 的 张 党 的 一 个 重要 例子 就 是 对 含 卫 的 坐标 曲面 片 荤 = 四 (wi，w 5) 的 
分 基 是 第 一 基本 系数 gy, $j 二 1, 2, 如 困 及 二 脂 "(t， 是 另 一 包含 卫 的 坐标 曲 钉 片 ， 它 
的 第 一 基本 系数 是 9, 则 由 (9:3) 式 和 (9. 鸣 式 得 到 gs, 砚 符 合 以 下 变 次 法 刚 


i gas 2 2 w, B=—1, 2. (10.17) 


这 个 张 量 称 为 曲面 在 卫 点 的 协 变 度 量 张 量 ; 
就 上 曾 所 讨论 的 度 景 张 量 而 言 , 张 晤 通常 依 束 于 流 形 上 的 点 P, PP(P) 的 分 量 是 了 点 
坐 护 (4， …， 9) 的 本 数 ， 这 个 函数 给 流 形 上 的 每 一 点 P, 规定 一 个 张 晤 下 (CP)，T(P) 称 为 
张 量 按照 它们 的 变换 规律 作 如 下 分 类 ; 
《1) 一 个 张 其 如 果 它 有 ?个 分 量 4 …， 4 这 些 分 一 的 变换 规律 为 : 
de 经 a d=1, ~, no, (10.18) 
称 这 张 最 为 一 阶 这 变 张 量 或 送 变 向 重 ， 
《1) 一 个 张 量 和 如果 它 有 m 个 分 漠 44，.…，4, 这 分 量 的 变换 规律 为 ; 
a bl en (10.19) 
称 这 张 量 为 一 阶 协 变 张 量 哉 协 变 向 量 ， 
(ii) 一 个 张 量 如 果 有 2 个 分 报 45, 名 j=1，…, 几 这 些 分 量 的 变换 规律 为 ; 
A A ,Bb jl th (10.20) 
称 这 张 量 为 2 阶 这 变 张 量 ， 


§10.1 基本 内 容 [a3ll 
(iv) 一 个 张 量 如 果 它 有 叫 全 分量 4, 8 j=] :这些 分 景 的 变换 规律 为 : 


A Maa ON. OE, &, By bj (0.21) 
Bs Bi 
称 这 张 量 为 2 阶 惫 变 张 时. 
(Y) 一 个 张 量 如 果 它 有 mr 个 分 量 竺 六 ,高 ， 入 一 二 om 这 些 分 是 的 变 黎 规律 为 : 
Ou 2 10 .名 
4 光一 [dot( 名 )] -4 BE Ou Bu A ( ) 


称 这 张 最为 + 阶 逆 变 让 协 这 、 可 为 六 的 混合 张 最 , 上 面 四 类 张 量 是 (Y) 的 特殊 情况 、 
在 《10.22) 中 ， 如果 -25 5 的 束 可 比 行列 式 的 指数 育 等 字 堆 , 山 称 这 张 划 为 续 对 张 量 。 


车 8S=0, 说 结 入 是 浊 训 有; 

车 ?=0, 则 张 量 纯 粹 是 协 变 的 . 

十 入 称 为 张 量 的 阶 , ， 
注意 上 奏 的 (DG 和 (Civ) 都 是 绝对 张 量 。 

我 们 再 定义 ， 

《yi 数量 是 稚 阶 张 量 . oo 

最 后 ,我 们 注意 ,一般 张 量 的 变换 规律 是 可 传递 的 ， 便 如 ,研究 变换 规 符 A 5 
它 过 示 逆 变 向量 在 达标 系 卫 ( 洱 ，…, 部 ) 潭 忆 ( 如 如) 中 的 分 量 之 简 的 关系 。 订 (10.18) 
式 代 入 并 应 用 链 法 则 得 到 - 

Be Cr Ee 

i ed 
它 恰 是 向 量 在 举 标 系 PP( 汪 ,名 ) 和 了 (wt …, wr) 中 的 分 量 之 间 的 变换 规律 . 

钢 10.8 (a) 设 fm 4) 是 如 中 定义 在 开 集 可 上 的 下 类 实 从 沙 数 ， 著作 = 
0) 1， 2, 8 是 容许 的 坐标 变换 , 则 从 链 法 则 得 到 在 每 一 点 

2 Ca 
Br -部 况 $=1, 2, 3. 

于 是 ,从 (10.19) 式 我 们 看 到 a ,=l, 3, 8 是 口上 的 座 实 向量 场 (或 一 阶 协 交 张 量 场 ) 揭 
分 量 , 这 个 协 变 疝 量 场 称 为 了 的 振 诬 . 

Ch》 比较 (10.17) 和 (10.2 了 ) 工 得 到 ， 以 由 面 的 第 一 此 本 系 站 gi 为 分 量 的 协 变 度 量 张 
量 场 是 2 阶 绝对 协 变 张 最 场 . 

《6) 前 音 讲 过 ( 轴 (9.11) 式 ) 第 二 基本 系数 三; 如 间 9% 一 样 变换 ， 即 是 在 两 侍 标 曲面 片 
大 = 居 (ww) 和 和 证 = 性 *( 雄 , 02) 的 交集 上 ,有 

Er 
Br 

于 是 第 二 基本 系数 也 是 虽 面 上 2 阶 绝 对 协 变 张 量 的 分 最 

(9) 设 名 tw …， 久 ) 是 % 维 举 标 流 形 上 容许 的 从 标 变换 ,研究 在 一 点 的 和 


4 人 因为 这 个 和 只 在 ar 时 浊 现 ,由 (10.16) 式 ,我 们 有 


zzz 第 十 闽 ”曲面 论 ， 张 重 分 析 
B90! Or _ Bt Bu gf Bl 


Do Qui TB Qui 
从 {10.2) 式 得 到 Kronecker 记号 如 是 一 阶 道 变 一 阶 协 变 的 二 阶 混合 绝对 张 最 ， 
个 张 量 的 分 量 ,对 流 形 上 每 一 个 坐标 系 都 相同 . 

《e) 对 盟 而 上 两 个 坐标 幢 面 片 的 交集 上 的 点 , 令 


8 一 gr Ou: Di 


be Gus 
其 中 开 由 (410. 六) 式 确定 ,研究 和 
ed = gy 


Bl ht og Our Bes 


BU uh Ou Gus 


/Br 到 
Pur Our 
sO Dut, np Br OW 
BH Br 人 9 Ba Ou 

gr di Bu Bu! 


= gy 8 


因为 gx4” 一 前, 得 到 


=- Gu Ow! 
=- .44 一 ye8 和 CO 
的 一 4 一 % DR us 


注意 这 


于 是 从 (10.20) 式 我 们 看 到 ; 9* 是 曲面 上 的 2 阶 绝 对 道 变 张 量 声 的 分 量 , 这 个 张 量 称 为 着 训 


度量 张 量 。 
(f) 研究 作 如 下 定义 的 27 个 数量 e, 5, jh-l, 2; 3. 
0， 当 指 标 包 j,8 中 有 有 两 个 相同 时 ， 
-| 1， 当 名 罗 上 为 1 2,.3 的 偶 排 列 时 ， 
一 了 当 多 六 天 为 上 2 8 的 奇 排列 时 . 


例如 E00; e230, O11, ez fs Ol, 
我 们 讲 过 
全 骂 虽 
dpi(a!) 一 鸣 哈 史 | = 了 nie, 
友基 区 


其 中 当 5,j 记 是 1, 3, 8 的 偶 排 列 时 取 十 ， 当 名 名 是 二 2, .8 的 奇 排列 时 取 一 。 
但 是 另 一 方面 , 从 et 的 定 文 得 到 
let(at) 一 Be ed, 
其 中 求 和 取 遍 所 有 的 %, 8, 7, 此 外 , 注意 到 . 
gaan (1), 当 .gr 是 和 2 8 的 全 列 时 ， 
et(q), 当 p.9.r 是 二 2, 8 的 奇 排列 时 。 
于 是 Crdot(al) 一 ooralaga， 
现在 设 亿 一 记 0 2 如) 是 3 维 坐标 流 形 上 的 从 标 变换 , 则 从 上 而 得 到 


apy Ba Our Our 
er de (名 )- ON er Fr Gu OW 


#19.1 此 本 内 容 [22% 


下 -1 3 ” 
色 Cu 
dot( re 35 各 
得 到 sim 是 工程 3 阶 道 变 张 量 的 分 量 , 注意 owe, 应 放下 = 二 2 3, 其 中 ea 一 近 是 一 要 $ 
诊 协 变 张 生 的 分 量 , 这 个 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 

一 个 张 量 的 分 量 关于 两 个 逆 变 指标 (上 沸 标 ) 或 关于 两 个 协 变 指标 (下 指标 ) 称 为 对 称 
的 ,如 果 当 这 两 个 指标 交换 时 , 分量 仍 保持 相同 . 例如 4 党 , 如 果 对 所 有 和 三 4 名 一 4 党 , 风 
4 次 关于 第 一 和 第 三 指标 是 对 称 的 . 

一 个 号 的 分 天 关于 两 个 地 让 村 下 关机 个 内 变 提 村 车 为 有 对 和 的 如 果 当 这 两 个 
指标 交 搞 时 ,分 量变 号 ， 例 如 4 千 , 如 果 对 所 有 和 A 器 = 一 4 各、 风 4 属 关于 第 一 和 第 
三 逆 变 指标 是 反对 称 的 ， 

一 个 张 量 如 果 它 对 所 有 道 变 指 标 对 和 所 有 协 变 指标 对 都 对 称 , 则 称 这 张 重 为 对 称 张 重 ， 

一 个 张 量 如 果 它 对 所 有 道 变 指 狐 对 和 所 有 协 变 指标 对 都 是 反对 称 的 ， 册 称 这 个 张 量 为 
反对 称 张 重 . 

在 问题 10.19 中 ,我 们 证 明 ; 如 果 一 个 张 量 的 分 量 对 于 一 个 盘 标 系 关于 某 一 个 指标 对 是 
对 称 的 ， 则 这 个 张 量 的 分 量 关于 其 他 坐标 系 关于 同一 个 指标 对 也 症 对 称 的 ， 因此 关于 指标 对 
对 称 的 性 质 是 张 量 的 属性 .* 对 反对 称 张 量 上 夯 论 述 同 祥 世 真 - 

例 10.7 《a) 道 变 和 协 变 度量 张 量 都 是 对 称 张 量 ， 因为 中 一 9 名 j=1，2 和 9 一 
gi Sl, 2. 

《bp)Kroneoker 记号 可 以 作 如 下 扩充 

1， 当 6=p, j=g 且 6 对 放 
5 池 | —1, omg, j=p 有 sj, j, Pp, 9=1, *, n), 
0, : 其 他 情况 . 
在 问题 10.14 中 , 我 们 证 明 请 是 2 芥 逆 变 2 阶 协 变 生 防 绝对 张 量 的 分 量 ， 很 显然 , 关于 它 
的 道 变 指 标 是 反对 称 的 ， 因 为 荐 4 jg 且 1 关 六 5 凶 一 一 1 且 他 一 ], 因此 人 9 一 一 59 
着 和 gj-2 且 评 j 则 闭环 时 开县 让 -一 洛 ， 其 他 情况 下 黎 一 0， 季 一 0 种 
5 好 天 一 8. 
类 似 地 可 以 验证 关于 它 的 协 变 指标 也 是 反对 新 的 , 
《@) 上 面 还 可 以 作 如 下 推广 : 
1， 当 页 加 卫 异 , 且 及 ,加 是 后 的 偶 排 列 ; 
t ec-| 一 当 和 的 奇 排 列 ， 


0， 其 他 情况 . 
例如 一 0, 一 0, 83881 一 0, si St +1, 
~ —1, i=1. 
可 以 证 明 名 :如 是 % 阶 道 变 mm 阶 协 变 反对 称 绝对 张 量 的 分 量 ， 
8. 张 量 代 数 


(&)》 加 法 ， 设 4 区 和 到 区 是 两 个 辐 权 同 芥 适 变 和 协 变 的 张 量 4，B 的 分 量 , 在 问 匡 
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10.18 中 ,我 们 证 明 
O98 吕 一 + BN 

用 女生 的 对 应 分 量 往 加 ,得 到 一 个 利息, 如同 私 同 阶 逆 究 和 协 变 的 张 量 CO 的 分 量 , 张 量 
0 称 为 4 与 吾 的 和 ， 

(b) 张 量 的 外 积 

如 果 一 个 p+g 阶 张 量 B 的 分 量 妇 人 器 ,用 一 个 “十 s 阶 的 张 量 4 的 分 量 如 光 去 情 , 得 
到 一 个 meet 个 数 的 集合 . 


O89 入 入 一 AB 加 
容易 证 明 O09 名 是 张 量 0 的 分 量 ， 张 量 CO 是 4 多 阶 首 变 sg 阶 协 变 ， 术 为 玉 : 十 六 。 的 张 
最 ,其 中 为 : 是 4 的 到 ,Na 是 吾 的 权 , 张 量 C 称 为 4 与 好 的 外 积 ， 作为 特别 情况 , 妈 可 以 
是 0 阶 张 量 , 即 4= 数 量 ， 
(6) 短 缩 
设 A34 是 7? 阶 逆 变 3 , 耽 协 变 术 为 N 的 张 量 4 的 分 量 ， 人 个 数 的 集合 
一 4 时 
它 是 用 第 一 个 道 变 指标 和 第 一 个 殷 变 指标 利 等 并 且 求 和 得 到 ， 可 以 证 明 它 是 张 量 旦 的 分 
量 。 张 量 召 是 ?一 1 阶 逆 变 s 一 1 阶 殷 变 要 为 克 的 张 重 . 张 量 吾 称 为 张 量 4 的 短 缩 、 这 样 
一 个 短 纳 张 量 可 以 由 一 个 道 变 指标 和 一 个 协 变 指标 的 任 一 选择 得 到 ， 即 
BE 一 AN 二 一 A 于 + 
例 10.8. (a) 没 局 是 任意 "~ 个 2 阶 道 变 张 量 的 分 基 , 且 设 B= 吾 ”注意 2 也 是 2 
阶 逆 变 张 量 的 分 量 , 内 为 ， , 
Bu YY On Os pa ast( Bu 了 Bl: i! 


of 
Bdotl Gir) Bor Bos BU) Bur Bor 
Bu 0 Bn nh 
A= fot (3 2 一 ae BY 
Bu Ou™ 中 
现在 研究 用 下 式 定义 的 张 量 
Co- 下 (48+B0)， “ 1 
D4 二 (4 BY), 
这 里 Cr 二 (a+ BY) = 二 (BTA 0 


Ded 一 BA 一 村 ( 一 40) 一 一 


于 是 04 是 对 称 张 量 , D9 是 反对 称 张 量 ， 
而 Os+D = AY, 
所 以 每 一 个 2 阶 道 变 张 量 是 一 个 2 阶 对 称 张 量 和 一 个 2 阶 反对 称 张 晤 的 和 和 . 

(bh) er 一 eu~=0, 6 一 619 一 1, 6 一 821 一 一 1, 且 6 一 899 一 0， 这 里 er 和 es 的 定义 类 似 
于 例 10.6(D 中 的 6 和 mx， 现在 研究 外 名. | 

4 一 evyg, 

注意 假定 2, 9 不 同 , 若 6=p 且 j=9 则 和 =1 症 和 6 一 g 县 I 一 名 , 则 4% 一 一 I， 其 他 傅 涪 下 
4% 一 0， 即 是 由 例 10,7(6) 得 到 


$10.1 基本 内 容 fos 可 
A em 
下 缩短 得 
I， 车 jg, 1 
一 enieeo 一 be 上 ees 一] 一 |}- Bf 
9 M00 9m 0 一 | 0 其 他 情况 1 


9， 张 量 在 曲面 论 方程 中 的 应 用 
我 们 研究 总 斯 方 释 
Fy TIXethN bj-l2). ， 人 2) 
上 起 两 边 和 互 * 作 数量 积 得 到 “ i ; 
I 
方程 Taxe (下 。 下 四 称 为 第 一 类 Ohristoffel 记号 ,应 用 gia9” 一 8{ 进一步 得 到 
Tysg t= Tygarg er — Too Th. 
十 是 得 芭 第 一 类 克 氏 记号 Tw 与 第 二 类 驳 氏 记号 7 的 关系 式 为， 
Ty toy 和 TH Tn, {10.24) 
在 问题 m0.24 电 , 我 们 证 明 , . 
Tn- 各 [ 尖 : 种 - 竣 ] : ‘1 {10.25) 
贸 此 


注意 克 帮 记 二 的 在 扫 体 人 及 尖 的 二 阶 和 屠 生硬 不是 沪 最 的 分 服 、 在 问题 10.27 审 ， 
我 们 证 明 
定理 10.8 训 氏 记号 的 变换 规律 为 
Tx Eu” us | EW ] Bw 
汪 才 了 入世 BB 志 季 ] 络 
产 Ow opaa 1 Our 
Taw [Tam Br 5 了 | a 
我 们 研究 Weingarten 方程 


gr 
人 一 谎 瑟 oo 5 一 1 2. (10.27) 
(10.29) 两 边 和 已; 作 数量 积 , 我 们 得 到 第 二 基本 素数 z 满足 
一 了 一 全 于 :一 8 了 "有 ;= Bigas. 
车 我 们 定义 及 = Pag™, 就 得 到 ， 
B=by = — Byergt 一 一 一 8 
于 是 Weingarten 方程 可 以 写成 
N=— BY, 一 1 2, (10.28) 
共 中 轴 和 刀 的 关系 式 为 
B=g"b 和 by= qob, (10.29) 
这 里 如 是 2 阶 绝对 协 变 张 量 的 分 晤 ,如 是 荆 阶 旋 变 工 阶 递 变 了 济 绝 对 张 医 的 分 量 ， 
我 们 现在 定义 秆 二 类 Riemmann 记号 再 mr 
Bis = Denbyn: — Disbims - {70.80) 


[226] 第 十 草 有 曲 曾 论 张 景 分 析 
它 和 第 一 类 Riemmann 记号 如; 的 关系 为 
Bl = 9°* Rok (10.81) 
我 们 君 到 Rn 是 4 阶 绝对 张 量 的 分 量 , Ris 是 1 阶 道 变 3 阶 庚 变 的 4 阶 绝 对 混合 张 量 
的 分 量 ， 分 别称 ws 为 协 变 黎 澡 上 曲率 张 量 ， 称 BE 为 混合 黎 曼 曲率 张 量 。 由 C10.29) 和 
(10.81) 式 得 到 


Rc=g° (omb.e— bybe) = brb?— bbE. (10.82) 
注意 在 (10.80) 中 , Rma 关于 前 两 个 指标 和 后 两 个 指标 都 是 反对 称 的 。 即 
Binse — — Brmty 和 再 oem 一 如 may- (10.88) 


所 以 Rmn 一 0 的 条 件 是 前 两 个 指标 或 后 两 个 指标 相同 ， 这样 , 只 有 4 个 分 量 异 于 宕 ， 它 们 
是 
再 lot = Ry babn— buba— LN— Mi=b (10.84) 
各 . 
Bai— Ra — bb bondi = (LN— MY ——b. (10.85) 
虽然 协 变 黎 曼 肿 率 张 量 是 用 第 二 基本 形式 的 系数 来 定义 ( 见 (10.30?)， 但 是 实际 上 它 可 以 
只 用 第 一 基本 形式 的 系数 来 表示 ， 即 可 以 凡 用 度量 张 量 各 它们 的 偏 导 数 米 表示 ， 在 问题 
(10,29) 中 我 们 证 明 : 
定理 10,9 


Boge 20 Tan — 2h Tar + TET nia — TE Tn 
因为 克 民 记号 只 依 颊 于 度量 张 量 和 它们 的 偏 导数 ， 所 以 协 变 黎 况 曲 率 张 量 也 只 依赖 于 度量 


张 量 和 它们 的 偏 导 数 ， 注意 这 个 结果 等 价 于 高 斯 的 最 著名 的 定理 、 因为 从 (10.34) 得 到 高 
斯 曲率 


$10.2 问题 及 其 解答 

1. 曲 面 论 

10.1 证 明 Monge( 继 日 ) 片 是 ~wei 十 ves 十 J(w，)es 的 Gauss~Weingarten 方程 是 
gE pr ot Gr Tot rg N, 
gE ps Katgs Kot sgiN, 
Lp. pt gt ke tigiN, 
giN, (spg— rg —7) ,+ (rpg — sp? —s) 
PN,~ (pg 一 sq? 一 8) 丰 十 《5pq 一 殷 ? 一 各 及 。， 

其 中 ， P=fu, 9=fv, Tf S= four, b= fw, 9=1+ to, 


证 ， 媚 o 一 可 十 Des， 宕 一 es 十 9Es。 下 me 一 es， 四 oo 一 sea, 是 一 绍 as 
五 一 天。 大 。 一 上 十 玉 ， 由 一 不。 用。 一 2 区 一 下 发。 一 1 二 03 


10.3 ”问题 及 其 解答 ”E2274 


bE 
一 一 全 人， 


一 Pa ag, N= 
BG-Fm1t+p gg, TE YT gy 
Lu Nt, Ma Ko NS N= N= 
gg 本 


Be— 2pr, Bo—2ps, Pups+gr, Po— pit ge 
~2gs, Gu— 29t, 
由 (10.2) 和 (10. 仿 式 我 们 得 到 


人， Th 2， 
让 6 
下 =- 玫 ， 区 -分 ，1- 必 ， 


3 网 s 
Bi=(sp9—rg—7)/g”, Bl-(tpg—sg — /gs, 


Bl (rpg—spr—s) /9, (spq bp’ —)/g9. 
从 而 得 证 ， 
10.8 利用 Weingarten 方程 ,证 明了 IT 一 2HIT 二 KRT 一 0, 其 中 第 三 基本 形式 ITT= 
2N.dN, 瑟 为 中 曲率 , 下 为 高 斯 申 率 . 
证 ， 出 (10.2) 式 得 到 
Nu N= (BLX,+ BIE,) "(BIHd- BE,) 
SMP-TG)B , 2MP- LG (LP-MEP | (LF—ME)G 
(BO— (CBG — Pe CBG— B=) 
(LMFTIG+ BHM) (BG 7) 
(BF) 
(BN-2MF+ LAOL- (LN- MYR 
五 @ 一 瑟 


=2HL- KE. 
同 理 
NNo~— (BIX, + BIE,)* (BIEut Bo) 
_ MP-IG) (NF—MOE , (NF MO) (LP ME)P 


CBO FJ (BG 
MPLOMPENE)E | (LE-ME)(Mb NE)G 
(HG Fa) CBG Pa) 
(MEN MPHILGM—FLN)(RG— EF) 
(BG 2) . 
_EN—-2MF+LIOM (LN MY)P 
了 一 责 BaF 
=2HM-EF. 
Nor No (BRot BRE) (Bu+ BE) 
NP—MG)B , 2(NF—-MO(ME- NEP, (MP-NEYG 
CEG PY CBG a) (BGO— FE 
RN? 2MAN MG) (EG — PF*) 
BG— FS) 


(BN_2MF+LON _ (LN MY)G 
有 天 BG 
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=2H8N— KG 
由 此 得 到 
IIT~ON'ON- (Nudut Nedo) (Nadu t N,v) 
— Na Nd oN No dv No No do 
=(2HL— EB +22HM— EF)du dt+(2HN— KOAv 
=2HCL a? 2Mdeadvt Nov) KC(Eaw+2F du dv to dv:) 
~2HIIT— KI. 
这 就 是 所 要 的 结果 . 
10.8 证 明 Christoffel 记号 78, 由 (10. 人 式 所 确定 
证 ， 注 意 到 
Lp A RS : 马 ， 可可。 
忆 二 (了 了 0 十 四 
Gu ， 
ZX。 一直 (六 。 “一 吉 Gs, 
利用 上 式 得 到 , , , 
y=( 民 s 必 p) 4 一 置 per 是 w 十 时 s+ 时 wo 一 著 wer 导 so 十 坦 孔 ， 
Fo (Ku Ko Eu it Kua Eo Gat Kur Eo 
因此 


0 
由 说 斯 方程 和 上 式 得 到 


二 Eo TH et THE Th + YD, 
Eb Rp Te rp RT TSG0 

二 — Re Th TI ET, 
RD MT Rp eR 


RD 0 VD RD OD 

1 

E3 

对 Ti 和 2 解 前 两 个 方程 , 对 Ts 和 7? 解 由 间 两 个 方程 , 对 2 和 了 和 5 解 后 两 个 方程 ， 
得 到 | 


Go 一 下 四 mo 一 了 肥大 在 w 二 了 各 下。 三 一 了 3 及 十 了 


1 oo GE-2FF, FR, 


GH, — FO 
HT BEG-FY 


1 一 
3 


$10.3 问题 及 其 解答 ”但 29] 
,GF GG FG 1 2BF, EE,— FR, 


RG 7 1 55- 而 1! 
re EO PB 人 Bu-2FRt FG, 
3 DEG FY)’ ~” 2CBG— F™) 

这 就 是 所 要 的 结果 . 


10.4 证 明 
天 (再 人 一 到 ) 一 [ 尼 o 和 在。 下 由 [ 芷 wo 大。 四。] 一 [ 寿 sw 秆 。 量 ,J3。 
在 ,在下 [是 是, 天 


证 : T=-Xu NT 
_ x ,XoXo 
MX No TR 
NXT] 
NEw 区 
jp3 [Rw ol] [RK] [KwaXl? 
于 是 TI [六 x ， 
上 | 下。x 蚌 。|* 一 (下 。x 昼 。)*( 昼 。X 尽 ,) 一 (下 下 ) 定 。 避 一 (四 o 在 o 
一 BEG 一 瑟 
_ LN_M’ [XuXuKol[l XTX) XK ， 
因此 -6-r” CG — Ba3)™ | 


10.5 ”利用 上 题 结果 , 证 时 
(B19) (Ps 各 Bw 一 寺 Gu J BG). 


0 FG 二 Gu 0 要 本 ze| 
+| 去 到 至 i |-| 寺 要 | 
局 一 吉 权 F a | | 得 后 Pp | 
注意 这 是 高 斯 定理 前 直接 证 明 ， 
证 : 注意 到 
md dl la bo 
Labc]Idefl=| ea es | | om ba os 
fi 站 六 | le Va ts 
- du da da] fa bd Ce 
-| 6 ba “| ba :| 
fr fo fs ts bs Cs 
tad bd ed 
一 | ge be ce |, 
wf bf of 


千 是 从 问题 10.4 和 问题 10.8 的 计算 ， 得 到 
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KK Tu RN, 
E(BG— F’)?= dei| 下 下。 防 ,. 玉 。 正己 。 
着 ww* 昼 。 丰 + 昼 。 在下。 
FD. FD .FD. 
7 下 下。 下。 下。 厂 下。 
下 下 。 在 在 。 下 在 。 
Kok 6 410, 
det 坦 肋 a 五 
到 一 豆 刀 F a 
于 wr 壮丁 直 GG 
— det 4 加 五 | 


因为 两 个 行刺 式 有 公共 的 子 式 (2 介 ) 计量 
E(BG— Fm (Kw Ee Ko Eu) (BO pr) 
工 1 
0 To 一 可 Gy 去 Go 


1 


+ 贡 即 E F 
到 -地 也 pF a 
0 击 思 二 Gs 
-| 二 了 ws xl. 
二 rr a 


在 问题 10.8 中 , 我 们 得 到 
开 w 于 本 -二 加 和 于 wo 二 Gu 


因此 (CA A MP OE? A HS 
(F090), 一 (了 Ko) Kuve Het Kes Koo 
代入 得 到 
— Ew Rw (Fy LE) lo, = 下 lp, 1 
OE Cb DC -到 Go= Re- 二 可 。- 可 


这 就 证 明了 所 要 的 结果 ， 


Go 


县 10.3 问题 及 其 解答 [2331 


如 .6 如 果 片 上 的 参数 曲线 基 曲 率 线 ,证 明 Codazzi-Mainardi 方 程 (10.7) 为 
Bu iB 0 Sle 
om Br 


其 中 xa, 徊 是 主 贰 率 - 
证 ， 当 参数 曲线 是 曲率 线 时 , 忆 一 型 一 0 “方程 人 7 了 ) 简 化 为 


La, 二 MEG, 1 Gs . 好 
2 有 人 2EG 2 bh a 


五 瑟 x 站 -BV 
如 ( 胎 ,- 荔 们 -到 和 名 ) -从 多 丁克 
但 从 定理 9.18 知 ,如 果 参 数 曲 线 是 曲率 线 ， 入 一 于 ， 一 人 这 就 得 到 所 要 的 结果 . 


10.7 证 明 在 环 中 不 存在 类 之 ?8 紧 歼 且 高 斯 曲率 尺 <0 的 虹 面 ， 

证 ， 用 反 证 法 , 假 车 不 然 , 即 设 存在 类 之 4 紧 致 且 处 处 五 <0 的 曲面 5, 现在 研究 实 值 
机 数 JLP) 一 | 下 |? 一 于 "下 ,其 中 不 下 点 卫 , 证 明了 在 SS 上 连续 ( 留 给 读者 作为 练习 ), 因此 
从 定理 6.9, f 有 最 大 值 ， 可 设 在 上 上 茶 一 点 Po，f(Po) 一 | 脏 |*~” 为 最 大 值 。 注意 了 > 
0, 否则 ,因为 了 >0 且 mm 是 它 的 最 大 值 , 在 8 上 , 有 -二 0. 8 将 由 一 个 点 至 一 0 组 成 , 这 是 
不 可 能 的 ， 现 在 设 及 = 脏 (w， 人 是 8 上 包含 Po 的 片 ， 且 w，% 参数 曲线 的 方向 是 在 Po 点 
的 主 方向 , 因为 


本 和); 


和 = 一 工 raT NITs~ 


了 CP) -到 (Go 0)) 在 Po 有 最 大 值 ， 


2. 于 ,= Of .和 0 
在 了 Pb， 人 -20 且 到 -2 一 0i 
在 Po 又 Bh 2 Et Kd, 
且 号 = ps dp ET dp 
由 前 两 个 方程 得 到 在 Po 点 , 子 重 直 于 瑟 , 和 至。。 因 此 在 Po， 
实习 
玉 = 土 -也 [一 圭一 。 
4 


可 设 入 ~ 莹 ,代入 上 而 第 二 组 的 两 个 方程, 得 到 在 Po 


. bp. EP GH A 
且 下。 车 NN- 于 ww 人 0 


即 B+rL<0 | 
且 GirN<0, 

L 1 N 1 
如 短 S- 宁 县 肆 <- 地 - 


因为 wo 参数 曲线 的 方向 是 在 Po 的 主 方向 ,由 定理 9.11 得 到 
五 Ny 
和 县 如 一 人 


因此 ,在 Pi， 到 ren 了 


> 三 >0, 这 与 在 8 上 下 <<0 的 假设 矛盾 ， 命 题 得 证、 


fz32] 第 十 章 助 耐 沦 。 张 量 分 析 

10.8 证 明 f(P 了 ) = [m4(P) 一 ws(P)]? 是 机 而 上 的 连续 函数 . 

证 ， 回忆 在 出面 态 上 一 点 卫 的 主 昌 率 依赖 于 包含 卫 的 片 的 定向 ， 当 克 的 指向 改变 时 
主 曲率 变 号 ,于 是 除 肝 面 定 了 向 外 ,不 能 确定 m4《 了 ) 和 和 xa(P) 它 们 本 身 作为 处 处 连续 的 画 
数 ， 注 意 到 了 和 和 ,zg 前 变 号 无 关 , 因 而 是 8 的 内 在 狂 质 , 它 和 包含 卫 的 坐标 曲面 片 无 关 。 

要 证 明了 在 点 Po 连续 , 我 们 设 天 = 耻 (ww 名 是 包含 Po 的 坐标 申 面 片 ,因为 好，z 是 
第 一 和 第 二 基本 系数 的 连续 国 数 ，f( 团 (u,v)) 是 wv 的 连续 通 数 ， 于 是 任 给 5E>0， 存 在 
>0, 使 当 (w 9) ESB,(tww, vo) 就 有 

[F(Z(u, 0))—f E(w, v0)) | <e. 

出 问题 8.18 知 Sn(wo, to) 在 避 中 的 象 夷 是 8 和 瑟 中 的 开 集 0 的 交 , 由 此 得 到 在 ?中 存 
在 一 个 Ss《 于 0) ,使 得 全 (及 0) 5 居于 是 对 下 ES,《 玉 0) NS, 就 有 | (下 ) 一 ( 玉 0)1 < 
这 就 证 明了 了 在 Po 连续 、 证 毕 . 

10.9 证 明 Hilbert 引 理 : 车 Po 是 充分 高 类 的 曲面 上 的 一 点 , 且 

《1 ), xzCPo) 是 局 部 极 大 ， 

(二 ) ma( 了 Po) 是 局 部 极 小 ， 

C1) wa Po) > Po), 
出 EK(Po) 0, 

证 : 因为 x 了 Po) 壮 xn(Po)，Po 不 是 脐 点 , 于 是 由 定理 9.10 知 , 存在 一 个 包含 Po 的 代 
标 曲 面 片 藉 一 及 (wu, 2) 使 对 这 个 片 的 参数 曲线 是 曲率 线 ， 出 问题 10.6 得 到 


ee = 寺 号 (xa 一 p81) 和 和 2 -二 4), 
微分 得 到 和 区 oreow 


人 可 村 (2 至 )(o- 四 + 各 加 (o- 一 xj 


因为 为, 知 基 在 Po 的 极 值 , 故 在 Po，.2e 一 -名 一 0 关于 是 从 上 面前 两 个 方程 得 到 
在 P,Q, 代入 第 二 组 下 方 和 和 


8 开 
六 -各 有 各 - 侣 or- 


因为 zx 是 在 了 ou 的 极 大 信 , 故 在 Po, 多 时 <0， 又 在 Po mu> za 各 >0, 因此 从 上 而 第 一 
个 方程 得 到 在 Po，Ew>0， 因 为 坊 是 在 Po 的 极 小 值 , 故 在 Po, 儿 洗 >0, 又 G>0, 因此 在 
了 ,Gu 之 0， 最 后 因为 参数 曲线 是 昌 率 线 ， 放 了 一下 一 0, 在 Pu， 本 一 9， 的 =0， 由 问题 
10 避 得 到 在 Po， 


1 二 
开 ~ -于 2 
因为 召 m>>0，G30, 得 到 
KE<0. 
10.10 还 明定 理 10.7. 充分 高 类 , 连通 , 紧 致 ,常数 高 斯 邮 率 前 山 面 是 球面 ， 
证 ; 设 &8 是 连通 , 紧 到 ,常数 高 斯 盟 率 的 曲面 , 由 问题 10.7 知 , 8 上 所 有 点 及 所 0 是 不 


和 10.3 问题 及 其 解答 :283] 


可 能 的 ， 因 此 我 们 可 设 瑟 = 常数 >0， 现 在 著 旋 证 外 8 上 每 一 点 都 是 球 性 脐 点 ， 则 从 定理 
芭 .5 得 到 8 是 球面 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

为 了 证 阴 8 上 每 一 点 都 是 球 性 脐 点 ,研究 阔 数 

FP) = tm P)—x (PY?. 
由 问题 10.8 知 f( 了 P) 是 训 上 的 连续 画 数 。 因 为 SS 是 紧 致 的 。 则 了 必 在 尽 上 某 一 点 Po。 达到 
绝对 级 大 值 ,现在 设 在 Po, 了 >0, 因为 了 在 Po 连续 则 在 在 某 一 个 邻 域 &CPo) 使 得 了 >>0. 
为 在 SCPoD), 了 一 (4 一 xa)?>0, zz 恋 #2, 有 因为 在 及 (Po)， 
K—xx >0, 

鼓 如, x 在 (Po) 同 号 ,于 是 可 设 在 SCPo),x4>>wo 之 0, 因 为 在 SCPo6), 和 a 一 ms 之 0 Ga)’ 
在 Po 有 极 大 佣 ， 由 此 得 到 一 xs 在 Po 有 局 部 极 大 信 ， 因 为 下 一 xsxs 一 常数 0, 当知 增 
加 时 各 诚 少 , 由 此 得 到 在 Pu, ;是 局 部 极 大 值 , xs 是 局 部 极 小 值 . 于 是 , 我 们 看 出 车 在 Po 
了 >0, 则 : 

(i) x 在 Po 为 局 部 极 大 值 , 

(过) ws 在 Po 为 局 部 极 小 什 ， 

(ii) 在 Po, xx xz。 

由 问题 (10.9) 得 到 在 Po, 玉 <0。， 但 这 与 在 8 上 下 >0 的 假设 矛盾 ， 于 是 在 Pa， 了 不 是 正 ， 
的 . 但 在 Po 到 说 大 值 , 且 对 所 有 卫 , fCP) 之 0. “因此 在 S 上 , f=0， 可 见 在 全 上 每 一 一 点 
Mi 一 az 因为 主 曲 率 是 法 曲率 在 卫 点 的 极 值 ，. 因 为 区 之 0， 出 此 得 到 在 每 一 点 如 法 曲率 
一 常数 为 0, 即 8 上 每 一 点 都 是 球 性 脐 点 ,因此 8 是 球面 。 


2. 张 量 


10.11 如 果 作 =aiwr 和 ow' 一 54w", 证 明 2 一 Biggw5. 
证 : 记 eh, 因此 


-SE 一 习 下 加 < 一 马 也 op 一 Biasus, 
10.12 证 明 gog 一 81, ww 纪 j 一 1, 2 其 中 到 用 (10.11) 式 来 定义 。 


， 


证 : Dag ~ as gH + gag -i me ~ ' 


ing guy ge 一 -0, 


giad "= gag ga Mee Geagts -0， 


yg . 
gag ga ga 9? ~ 一 玫 人 二 -了 一 1 
1， 如 果 %=j 
a a 
因而 oo | 中 
和 0.18， 证 明 5P 一 8939 一 5959 其 中 3 多 的 定义 见 例 10.7(b)， 
证 ， 设 4 和 Y 一 B759 一 8388， Be) 出 4 一 0， 现 设 6 这 jp 全 宙 则 除了 p= 了 和 


9 一 名 此 条 A 和 一 一 二 外， 部 一 0 县 4 多 =0，, 若 63j 征 p= 和 则 部 0 表面 除了 9 一 ) 此 时 
4 一 工 外 ,4 全 一 六 于 是 
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1, 攻 ij pi gh 
-| 一 二 车 4 六 六 = p= | 


9, 其 他 情况 
问题 得 证 
区 .1 证 明 上 题 中 的 弛 是 2 阶 逆 变 2 阶 协 变 绝对 张 量 的 分 量 . 
证 ; " 、 


5 or ou” Ou 
BT Br Ge Bef 
一 (203 一 5 Ou Ou Ou 8 


Br Gur Bi Bi 
9 tie \f Bu Bo EN Out VY Bur Bu 
0) 
LO OW Ou? Oe pn GU: ur Gu? : 
Bu 2 Bu Gd es ur Ou Ou 
ip oy 本 人 可 Pp pp 
-( 关 半 (前 器)-( 癌 各 )( 丛 作 ) 
一 500 一 28 一 538 一 政 . 
于 是 净 是 2 阶 逆 变 3 阶 协 变 的 绝对 张 量 的 分 量 ， 
另 一 方法 是 
积 3 中 和 3987 是 1 阶 送 变 1 阶 协 变 汤 合 绝 娃 张 量 的 外 积 ， 因 此 它们 是 2 阶地 变 2 答 
协 变 绝对 张 量 的 分 量 。 由 员 得 到 类 - 
=373 一 808 
是 3 阶 道 变 2 阶 协 变 绝对 张 量 的 分 量 . 
10.15 证 明 绝对 混合 张 量 的 分 量 4i 的 短 缩 42, 是 数量 不 变量 ， 
证 ， 因 为 型 =.4 .27 35, 有形 .43 9 3 由 (10.16) 式 知 -ae ,gu -35 因 
Ou: Ou OL” Ou Bur us 
此 到 一 A4454 一 4， 这 就 是 所 要 的 结果 ， 
10.16 如 果 多 是 2 阶 道 变 2 阶 协 变 权 为 1 的 张 量 的 分 重 ， 证 明 短 缩 4 和 是 工 阶 地 
变 工 阶 协 变 权 为 丸 的 混合 张 量 的 分 量 。 
证 ， 因 为 


本 al NI” bu? ur Gu® Ous 
P= Ye 
二 名 [as 人 上 4 广 二 


Bl] ie Or Bar Ow Ou 
-i(99)] 如 各 各 燥 况 


~ [ootsCB57)] A807 Be BE ~ [aot( Oe )] das 2 2 


即 是 

4 加 符合 要 为 下 的 绝对 混合 张 量 的 变换 规律 , 问题 得 证 . 

10.17 如 果 训 =) b=1， 和 是 在 % 维 举 标 流 形 上 容许 的 举 标 交换 ， 
儿 一 氏 (如, 是 它 的 逆 变 换 , 证 明 . 


$10.2 问题 及 其 解答 [aa 
2 Due 


有 证 

证 ， 从 链 法 则 
Gu! Bt Bu OW Ge ,Ou Br a! er 
Bu Ol du Or Bu Br BE he du 


Ba 1 车 j=j 
而 rn 
于 是 Bu 2 -8 


Ou” Ou’ 
10.18 如 果 入 和 和 BE 是 两 个 同 阶 递 变 和 辐 阶 协 变 同 极 的 张 量 4 各 的 分 量 ， 
证 下 


人 
是 积 4 与 召 同 阶 逆 变 则 阶 协 变 同 权 的 张 量 前 分 量 。 
证 ; 


十 BB 
[Ba 人 out ass Er Bu” 十 [as 人 uw J Bog uh Ed 


8 he Bp Buie A Bm Our 
= [ae 2 [4 十 国 8 到 2 
Bad VI yaa dus ,Gu 
= aes (Ge ] 人 Breil 
这 就 是 所 草 的 铺 果 ， 
10.19 如 果 张 量 的 分 量 4 训 关 于 指标 血 ， 知 对称, 证明 分 量 被 变换 为 


下 次 =[aet( 3 让 人 党 Du But 


i he Bu Gur? 
它们 关于 指标 名 , 如 也 是 对 称 的 . 
证 ; 


i NY Oi e 
A = [as 人 2 )] 4 2 Sm 区 
[ae 的 er Sm 多 
Ake 
10.20 和 如果 本 =054.Bi 是 关于 任意 两 个 协 变 向 量 的 分 量 和 4 和 B, 的 数量 不 变量 ， 证 
明 C2? 是 2 阶 绝对 道 变 张 量 的 分 量 . 
证 ， 对 任意 4 和 召 , 给 出 和 07.4:Bi 一 054 了 Bo 因此 


太一 Dos 可 请 一 Dosd 2 pp er 
OMB 0 Robs = Od, Fe B, OE 
一 Dee OW Oe” 4 B,. 
Ba” Bacp 
使 系数 相等 , 得 到 
O00 BE OW 
Bu" us" 


” 这 就 证 明了 0” 是 2 阶 绝对 张 量 的 分 量 、 
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10. 员 ”如 果 As 和 Bis 是 对 称 张 量 的 分 量 且 和 妇 蚌 逆 变 向 量 的 分 景 ,使 得 
CAs—uB)y =0, (Ag—xaB) =0, hj 0 对 歼 Xa 
证 明 Aws'si= Bi = 0 且 ” 是 数 量 不 变量 . 
证 ， 因 为 C44 一 mBy)w' 一 0, 对 所 有 j 有 
Cds Bu) =0. 
同型 从 第 二 个 方程 得 到 
CAi—xaBy)y 2! —0. 
因为 4 和 Bu 对 称 ， 
(Ay—xaBs)s'y =0. 


代入 得 到 (x1— za) Bit' =—O0. 
因为 i 天 a, 由 此 得 到 Bie'y! 一 0. 
因此 di 一 9， 


要 证 xi 是 数量 不 变量 , 我 们 设 多 是 任意 逆 变 向 一 的 分 嚼 ， 我们 研究 和 


Ba Ou’ Ow a Oa 
4 全 3) T 0 D0 本 


-hana (PE (Sr) 
(4as—x1Bas) 098s 
(das— zBos) re. 
因为 对 所 有 8，(4os 一 X41Bas)w" 一 0, 襄 
Ayn BE 0, 


但 因 2' 是 任意 的 , 因 中 对 所 有 纪 
(Au— nbs)z! =0. 
于 是 加 是 数量 不 变量 . 


3. 张 量 的 应 用 


10.232。 证明 切身 重生 = 享 。dwr 的 分 基 dt i 2， 如 同道 变 向 最 的 分 量 的 谈 换 规 
律 , 称 它们 为 0 了 的 道 变 分 景 . 
证 ， 设 刀 一 允 人 如， 妇 )， 鳃 二 2， 是 容许 的 参数 变换 ， 它 的 道 变换 是 好 一 凤 ( 嫩 ，2)， 
=1, 2, 则 由 链 法 则 得 到 
,OESK HW IK Gr OF 2 
Bu Bu Ou Be Or Bu Ou 


由 此 得 到 一 和 oa -经 名 33 gi 
Pu: Ow Bt 
jt 
因此 到 -ap 和 
问题 得 证 . 
10.28 证 明 
Sw + et Tae 


证 ， 对 起 微分 gy 时 .下 ,得 到 


310.2 内 是 及 其 解答 [2989] 
络 DF. 


由 定 灸 Ta 一 下 人 四 
因此 . Ge = Tt Tim. ， 
、 _ Tagnr Og 
10.4 证明 Te 一 亏 [ 父 二 Be 
证 ， 由 上 是 知 3 
a 一 了 十 Ta -- 
-Twnt Tw 
， 给 =Tow+ Tm 
因为 对 新 有 名 各 如 Pr 一 ao 由 此 得 到 
10. 忠 证 明 -名 一 2gTs。 
证 8 a 
-证 = 六 1 (9)*) 一 ~ gt tgri 2 2g 
: md a ge ae Of ms 
， =g[y + +2g* 3] - gg -让 
其 中 我 们 用 了 C0.11) 式 ,出 问题 10.23 得 到 
-器 gg Test Doe) ~ gg"T ont gr Tse) ! 
=gT%+7§) =2g9Ts, 
其 中 , 我 们 应 用 了 蕊 =g*”Tie, 且 用 a 代 换 下 指标 B. 
-10.26 证 明 Rn = gon Bisx. 
证 ， 由 (10.81) 式 得 到 
Van Pir = gang "Rai = Oh Ra = Rniy, 
10.27 证 明 第 一 类 Ohristoffel 记号 按照 下 面 规律 变换 ; ， 
Duan Bus Ba 1 Ls 
Trg=! 7 
二 BE BE Bo) Ber 
证 : 已 关 讲 过 9 是 2 阶 协 变 张 量 的 分 量 , 于 是 
Dus Bi 
CE td BD Bar 
对 如 微分 得 到 
Ogw bgsy Be Om g Er Bur + Bus OY 
EE 
~ Bay OU” Ba Or 半 Ou Bi Ou dr 


— 一 一 2 十 
2 


BilBaE But! 
其 中 我 们 用 了 链 法 则 如 2 一 Se 人 ,改变 氏 辐 村 同时 用 了 gas 一 gw 
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Bn Bon Ou Our Ou” Data Our + Ou AuY 
同班 得 3 Br a + 交 玉 下 和 tBu! Quek’ 
Ogs Om Ou Ou Bu” Ca Bu” ur 


Bor Bu Dir Br On ! VeY Bm Onl he! Dron On 
由 (10.25) 得 到 | 


Fi 到 [2 +112 


2 EE 
_1 到 [名字 上 gm。 Dyes ] Bu® Dut OY ge Boy 
“ 瑟 Be Ou |B OF Be" ORO gu 


Di Our | ber 
-和 入 
10.88 证 明定 理 10.2， 设 于 ~ 下 (Ww, g) 是 类 yz 的 级 标 蕴 面 片 ， 它 使 Cause- 
Weingarten 方程 的 系数 是 07 类 , 则 混合 偏 导数 于 ww， 玉 wo， 四 mo， 玉 oo 存在 目 满足 方程 
《10.6) 的 到 分 必要 条 件 是 第 一 和 第 二 基本 系数 满足 相 容 性 方程 (10.7) 和 (10.8). 
证 ， 因 为 假设 高 斯 方程 Xs 一 了 4 站 a by 的 系数 是 07 类， 我 们 可 计算 3 阶 偏 导数 


Sy an (TH Eat TRet (BN+ baN, 


TDRat THLTSE tbe N] + (BON + bot — bE Eo) 
=— [Test TT bb ot [TBbest (Dy) N. 
注意 我 们 用 了 Weingarten 方程 Ni= 一 放生。. 
同 至 Em {TET TELS BabA Kat [Tbat (Ba) N. 
8 阶 偏 导 数 与 微分 盯 序 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
in $j Hl, 2 
好 Bin — Emo ETH) THE)s+ TOT TAT 55DE+ bud?] Ea 
+t [Tt Co) Thbe— (Bo) N=0. 

因为 到 下, 办 线性 无 关 , 方 种 等 价 于 

(2) (TOx— (THT THT — TETS— bsbs+ bab?=0, a, 6, k=1, 2. 

(bh) Tb + (Body— Tbaj— (Bu) =0, 6 FB=1, 2. 
我 们 首先 研究 方程 (pb), 注意 如 果 j 一 方程 显然 满足 ,如 果 ) 和 天 交换 , 左边 只 变 号 ， 子 是 
(b) 等 价 于 用 取 j=1, j=1, 52 和 ij 一 2, j~1, % 一 2 得 到 的 两 个 方程 

Cb)s ~— (BD) TEbay— Tbes, (ba)a— (Bsn)1— T'sbat— TH1ban. 
如 果 我 们 展开 上 式 的 右边 并 用 54= 瑟 Bs 一 Ba 一 用，bg 一 态 ，w 一 从 ，9 一 忆 我 们 得 到 
Mainardi-~Codazzi 方程 (10.7) 
DH TEL+ TS TH) NM TEN, 
Mo— N= Th +t (Th— Ti) NM — TN. 

现在 研究 上 疝 的 方程 (x)。 利 用 (10.82), 它 可 写作 

(0) R= (THE) THst TTY— TE, «4, j, P=1, 2. 
从 (10.31D) 式 和 问题 10.26, 上 式 等 价 于 

Bs = oR — 9on TH) gar TON + gopT ATS — guo 了 条 . 


由 Ross 的 反对 称 性 质 ( 见 (10.38) 式 ) 和 (10.84) 式 (10.35) 式 得 到 与 上 面 方程 等 价 的 一 个 方 
各 


”10.3 补充 题 [239] 
Bms— ga T3901 Jar LH) 2 guaT bol Fa— go TAT hy, 
展开 合并 向 类 项 得 到 
Bsa= gn{(TD)a (TE) ThTha rll mT TT} 
tgar{ (Te) — (TE)st Tir THD}. 
如 果 我 们 用 gy = 再 ga 一 也 ,太一 太一 9 了 入 一 了 ,由 (10.84) 式 知 
Rms— LM N. 
我 们 得 到 . 
LM— Nm EB{(Ti),— (Tl) Tt TT TT — Tafta— TT} 
+ ERICTe),.— TI) + THT als}. 
这 恒 是 第 三 相 容 性 方程 (10.8)。 : 
10.29 证 明定 理 10.9， 
Bn = Tom)— Tim)it TH wa— TT wig, 
证 ， 由 问题 10.28 的 (0) 知 
Boe= TE) THst TT — LSS. 
由 问题 10.26 知 ， 
Bmp gan Bie = aml Bh)i— ganC LEE SonT TS — ganl TD. 


现在 Gun TE) = JanT A) an) TE = Team)i— Tom Tne) TH, 
其 中 我 们 用 了 (10.24) 式 和 问题 (10.28) 的 结果 . 
同 理 


Van SH) (Tim)u— (Tomt Te) TY, 
«JonT TS = Tigenl Be TT pm, 
SanT HT b= TET som. 
代入 上 式 得 到 
Bmin™— (Taw)i— TT em— TTna— Tom)et Tl emt To wat Tel gm— TT gen, 
这 就 是 所 要 的 结果 ， 


$10.3 补 充 题 


1. 曲面 论 


10.80 对 柱 面 及 -yl%) 二 v9 ,9 一 常 向 量 ,，|g| 一 1, 求 它 的 Ohristoffel 记号 , 答案 ， 
让 一 一 区 - 本 
YB ly xo 
40.31 验证 函数 
可 一 1 十 4 P=—duw,G =1+40, DL=2(dp + d+1) 
HM-0, N=—2(dw +401) 
满足 相 容 性 方程 (10,7) 和 (490.8). 
10. 驱 应 用 Weingarten 方程 ,证 明 NN,x NN 一 (BG—P)KEN. 
10.33 对 基本 系数 为 一 1, =0, G1, 工 = 一 1, 帮 一 0, 下 一 0 的 曲面 ， 求 Gauss* 
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Weingarten 方程 的 解 、 


县 


答案 ;半径 为 工 的 加 柱 面 . 


10.34 由 Weingarten 方程 推出 Rodrigae 公式 、 

了 .35 ”如果 片 上 的 参数 曲线 是 正 交 曲线 族 ,证 明 
1 展 2 av 区 af 1 oF 
7 下 EB Ou 十 丽 ww Bt 


10.38 证 明了 (2 一 加。 -二 上 上 的 各 
10.37 . 证明 主 曲率 xxC 了 ) 和 x2CP) 是 定向 曲面 上 卫 点 的 连续 这 数 . 


10.38 证 明定 型 10.6: 闭 的 连通 类 ze? 且 其 上 都 是 了 


F 点 的 葛 面 是 平面 , 


10.39 证 明 球 面 是 连通 , 紧 致 且 有 正常 数 高 斯 曲率 和 常数 中 曲率 的 曲面 . 


10.40 如 果 4 和 Bi 是 网 个 协 变 向 量 的 分 晤 ， 证 明 外 积 05 一 4;8; 是 2 阶 协 变 张 量 的 
分 量 . 


2. 张 是 
引 星 中 

26. 入 证 明 | 哩 本 | 一 eekalayo 
三 经 大 

10. 秽 汪 明 35p- 4 一 4 一 4 


其 中 eg 的 定义 见 例 40,6. 


各 .和 铬 如 果 -4? 是 绝对 道 变 张 量 的 分 量 且 人 人 省 证 明 4”% 大 绝对 协 变 张 量 前 分 


这 两 个 张 量 叫做 互 为 共 连 的 张 量 ， 


切 .又 如 果 4 和 4 如 对 称 共 加 张 和 的 分 基 ， 是 协 杰 向 是 的 分 组 
ozap 其 中 四 一 
10.45 证 明 @ww=or 是 权 为 一 + 的 3 阶 肉 变 张 量 的 分 量 ， 其 


.41 下。 


10.8(. 
了 .条 设 e'~0, es 一 了 ， ea 一 一 M9 ,6 一 ,其 中 8 一 gazgaa 一 (ga)3 证 明 op 多 


8 =0. 
10.48 证 明 B96 一 B95a 一 0, 到 j 一 4, 2， 
> A Br Bp Br 1 Our 
、 明 Ty=| Ty 2 wu 
10.49 正骨 区 -[ Wi 0 gal E72 
10. 和 0 证 明 -一 go 一 ge 加， 
了 .天 “证明 


， 2, 是 反对 称 协 变 张 量 的 分 量 , 使 得 sa 一 0 sa 一 以 可 


10.47 设 of 一 emag*g’2， 


1 3 
Rlls— Ria™ 


LN— MAM 
Bi 
万 工人 一 2 


和 :一 ~ 2 一 


一 Ri — Ris—F 


证 明 4uaiz 一 


ew 的 定义 见 鲍 


g, en——\g, en"0, 
并 一 wd a 
其 由 eus 的 定义 同上 题 ， 证 朋 e+=0，er VF 7 


1 


LN— M3 
BG * 


510.3 补充 区 [241] 


其 他 请 况 Be= 0. 
-后 证 用 Re 一 名 一 0b fTTg 


1 81 
10.53 证 明言 9 呈 人 = 了 T+7 3 a pre, : 


第 十 一 之 内 蕴 儿 何 


811.1 基本 内 容 


1. 曲 塞 的 映射 

设 日 是 O" 类 曲面 , 3* 是 0" 类 曲面 , 了 是 入 到 8* 的 映射 , 如 图 11-1 所 示 .， 车 对 于 有 8 
上 每 个 定义 在 口上 的 坐标 曲面 片 作 一 “(Ww，%)， 从 它 的 定义 域 口 到 8" 的 复合 映射 中 "一 2 
0) = 了 fw 切 ) 是 Or0rSMin(o 他 ) 类 正则 参数 表示 ， 则 了 称 为 咏 到 站 的 Cr 类 正 
则 可 撒 陕 射 、 我 们 知道 车 2" 一 w*(w, 9) 是 Cr 类 正则 参数 表示 , 其 应 满足 

(i) we" 在 太 上 展 于 Or 类 ; 

(过 mx?#0, 对 于 恕 中 所 有 (ww, 要 . 


Pn 
人 2 


& 一 一 一 : 


一 一 一 一 一 一 


图 -1 


在 问题 二 .8 中 我 们 将 证 明 , 车 S 到 5" 的 映射 了 使 得 w* 一 了 (w (ww 0)); 对 于 尽 的 某 个 
基 前 每 一 个 坐标 曲面 片 “一 %(w, 2)， 是 Cr 类 正则 参数 
表示 , 则 了 将 使 得 2" 一 了 Cw(w, 轨 ), 对 于 怠 上 所 有 储 标 
旧 面 片 ,是 Cr 类 正则 参数 表示 .因此 , 应 用 上 述 定义 时 ， 
只 要 在 能 够 覆盖 住 8 的 那些 坐标 昌 面 片上 ， 对 了 进行 检 
查 就 行 了 。 

例 开 . 工 《a) 设 入 是 半径 为 1， 中心 在 wo= es 并 
在 北极 刺 了 一 个 蕊 的 球面 ,8* 是 mgs 平 硬 , 如 图 11-2 所 
认 ， 设 下 是 把 球 画 上 点 w 沿 过 北 被 的 直线 投射 到 5* 的 
映射 ， 映 射 子 欧 为 瑟 到 A 的 球 极 平面 投射 ， 易 证 

2 

2—vs 
我 们 可 以 在 w=(cosOsin$)et (sindsing)eat (cos $+ le, (0<$<n), 
令 0<9<3m/2 和 vw/2<0<5m/2, 得 到 两 个 坐标 曲面 片 ,连同 覆盖 甫 极 的 Monge 片 
镍 一 2464 十 oa69 十 侍 一 Y 工 一 娠 一 大 )6s， 好 十 咀 <]， 


w= 


(zaeir 十 2aes) 。 


大 


#11 基本 内 容 上 a 约 
构成 及 的 一 个 某 ， 在 前 本 全 要 标识 曙 片上 
r=f(x(0, $))= Ts mp (ensfsing)ert (sinfsin ges), 


Op<x, 


[mt x oh) = 4sing/(1— eos$)? 0, 


在 Monge 片 上 ， 


几 " 一 了 (Ca， m2)) ~ TE C0 sees) 
也 是 Cr 类 的 , 且 

| x | 一 4/(1 一 台 一 [十 (1 一 本 一 z)] 六 0 
因此 , 刺 孔 球面 到 平面 上 的 球 极 平面 投射 是 0” 类 正则 可 微 映射 . 

(D》 设 SS 是 zws 平 而 ,S* 是 以 za 轴 为 灿 , 半径 等 于 1 的 网 柱 画 ， 阵 数 
MW’*— fw)— (Cornm)ert (sinri}est raes 

定义 一 个 8 到 5* 上 的 映射 , 它 把 平面 竣 绕 到 柱 耐 上 , 使 得 直线 ， m4 一 常数 , 陕 话 到 六 柱 的 母 
线 上 , 直线 : za 一 常数 , 映射 到 圆柱 的 摸 截 圆 上 ， 这 里 光一 9 十 %cs 是 旷 善 有 8 的 坐标 曲面 片 ， 
在 其 上 ， 


和 "一 下 (和 (9 $)) = cos0)et (sin est+ pes 
显然 是 .Cr 类 的 , 及 
[xe]= |(eos et (si 的 ea| —1+#0, 

于 是 拖 是 平面 到 略 柱 面 上 的 C” 类 正 列 可 微 映射 ， 

我 们 知道 (问题 3.12) 正 则 参数 表示 基 局 部 一 一 的 和 双 连 续 的 。， 于 古 ， 若 子 是 尽 到 六 
的 正则 可 微 映 射 , 了 是 上 一 点 ,， w 一 ww，%) 是 晤 上 包含 证 的 坐标 曲面 片 , 它 使 得 卫 是 
Cw 9) 的 像 , 则 存在 Cw, v) 的 邻 域 8(w, 20), 在 上 共 上 , %" 一 了 (ew《% 9)) 是 十 和 了 汉 连 续 的 , 因 
而 是 臣 上 包含 FCP) 的 坐标 曲面 片 , 如 图 11-8 所 基因 为 w 一 ww.9) ,限制 在 请 (ww 4) 时 ， 
十 羡 上 的 坐标 上 曲 匣 片 ,我 们 有 

定理 入 .1 若 于 是 曲 曾 名 到 则 面 避 * 的 正则 可 微 映 射 ， 则 I 上 每 个 点 了 ， 存在 请 
上 包含 五 的 坐标 曲面 片 “一 w(w, ov), 使 得 w* 一 了 (wtwu, v)) 是 "上 的 坐标 曲面 片 ， 

注意 , 对 于 访 上 每 个 些 标 曲面 片 “一 w(w，%2)， 映射 了 是 复合 映射 wo 这 里 到 "一 
yz 人 v))， 因 为 两 个 一 一 汉 连 续 映 尉 的 复合 映射 是 一 一 双 连 续 的 , 我 们 有 

系 ， 正 则 可 微 映 射 是 局 部 一 一 双 连 续 的 ， 即 车 了 是 曲面 咏 到 曲面 总 的 正则 可 向 映 
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射 ,出 ,对 尽 上 每 一 点 ,存在 上 包含 的 串 标 晶 面 片 w~w(w, o), 在 其 上 ,于是 到 8* 的 
一 一 双 连 续 映 射 ， 

景 后 , 我 们 有 

定理 寻 .2 着 了 是 妨 漳 全 的 正则 可 微 映射 ,z 一 w 人 的 是 已 上 的 or 类 正则 曲线 0 由 
一 人 明 一 we 人) 是 8 上 Cr 类 正则 曲线 ， 

上 述 定理 的 证 明 留 给 读者 作 练习 ， 

注 ， 除非 另 有 说 明 ， 所 调 “ 曲 面 妨 到 沿 面 玫 的 O” 类 映射 ”， 我 们 绛 的 是 “9 到 于 揭 Cm 
类 正则 可 微 觅 射 ”， 


2. 和 锋 距 映射 , 内 蕴 几 何 
腥 协 全 到 曲面 上 的 一 一 映射 子 称 为 擎 距 晓 射 或 鞋 距 ， 著 日 上 任意 正则 骤 2 一 w( 纺 
的 长 等 半 它 在 5* 上 的 像 % 一 w" (了 和) 一 了 (2w( 扩 ) 的 长 。 在 问题 入 .5 中 我 们 将 证 明 ; 著 子 是 从 
8 到 上 的 等 距 , 则 了 "! 及 从 8S* 到 的 等 距 . 
”车 存在 区 及 到 8” 上 的 等 虐 , 则 8 和 8 称 为 等 焉 的， 从 直观 上 看 , 平滑 地 和 没有 拉 长 
地 把 一 片 纸 卷 成 各 种 形状 , 这 禅 得 到 的 曲面 显然 都 是 靠 距 的 , 如 图 证 .4 所 示 . 


一 二 人 < 
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现 想 设 了 是 日 到 5* 上 的 一 一 喘 射 , 使 得 8 上 每 个 坐标 昌 面 片 一 Cw 切 上 的 车 本 系 
数 孔 下 和 B 等 于 它 的 像 友 一 mo 9) 一 fw(w， 直 ) 的 基本 系数 Fr， 和 G*, 则 于 是 一 
个 等 险 . 因为 ,假设 一 w(), gtiD, 是 8 上 一 任 堂 戏 0, 一 般 来 说 , C 不 会 只 落 在 S85 上 
的 一 个 坐标 项 面 片 中 ， 信 是 ; 因为 O 是 紧 致 的 ( 紧 致 区 间 w&t&5 的 连续 像 ), 它 将 由 有 限 段 
端点 接着 端点 的 弧 Oo fit 0 …，% 一 1 组成, 使 得 每 个 ,在 同一 曲 疝 片 名 一 
Hi 盆 上 ， 我 们 知道 , 在 一 个 光标 曲面 片 上 , 弛 的 长 是 第 -基本 形式 的 平方 根 的 积分 ， 于 
是 0 的 长 I(0) 是 


0 -P70 -sl Vn ( 芝 ) 全 )+9( 且 7 同 
但 是 , 对 于 所 有 多 汪 妨 = 以 丽 和 各 一 大, 其 中 国 ， 玖 ,的 是 售 = 于 (wu(w 9 的 要 
本 系数 . 所 以 
LO) ~ 3[ [fa (ey +28?( 澡 (2 号 6( 喇 可 
-LON -了 (00)， 

于 是 ，S 上 任意 弧 0 的 长 等 于 它 在 他 上 的 像 0* 的 长 ， 所 以 于 是 一 个 等 距 ， 在 问题 
二 ,8 中 , 我 们 将 证 明 它 的 逆 合 古 成 立 ， 这样 就 有 

定理 斌 .3 马 到 及 的 一 一 映射 了 是 一 个 等 县 ， 当 且 上 仅 当 在 5 的 拇 个 坐标 曲面 片 人 一 


81.41 基本 内 容 [24 时 
(ee 9) 上 第 一 基本 系数 
， B=E, F=F, G=0", 
其 中 盏 加 和 乓 是 和 的 像 巡 一 了 (we(w ?)) 上 的 第 一 基本 系数 . 
We & 设 S 是 旋转 曲面 
一 (oosgeoshy)ei 十 (singeospo)ea 十 96 0<0<2m， 一 co<0<eoo。 
Ss” 是 下 项 从 
P= uo pert (Using)est pes, OB — LHLO0, 
该 映射 了 把 入 上 的 点 2(9，%) 映 到 8 上 的 点 me"(， 由， 其 中 败 <@ wmsinhw, 即 下 是 由 
人 v1 强加 一 9, wv 二 sinhv, 再 到 w” 的 复合 映射 , 如 图 14-5 所 示 . 在 带 形 0<6< 3 一 co<y 
<<co 的 尾 意 一 部 分 上 , 是 一 举 标 曲面 片 ( 双 连 续 ), 它 在 S* 的 像 
w=_"(0, 1)=f 80, 0)) =w" (0, sinh vw) 
=(snhocosd)et (sinhvginfd) et es 
是 0” 类 的 , 且 
Wy X Wy = 008 vO 
于 是 ,了 是 正则 的 和 O” 类 的 . 于 也 是 一 一 的 和 到 上 的 , 我 们 把 它 的 证 明 眷 给 读 老 作 练习 ,最 
后 , 容易 计算 
B= a my=:C08h v= WR = Be, 
F=Tn Tu 0 TT 一 页 
G=Wo" Fo 一 c081 v= w= 
平 基 由 上 述 定理 ,了 是 及 到 全 上 的 一 个 等 距 . 
.， 考 典 例 入 . 1(5) 中 把 平面 绕 到 园 术 面 上 准 喘 冉 。 在 直观 上 ， 我 们 看 到 平面 上 每 一 直线 
的 像 是 圆柱 面 上 一 等 长 的 曲线 ， 但 是 这 点 射 不 是 一 一 的 , 所 议 不 是 一 个 等 距 ， 不 过 平 而 利 
柱 而 是 局 部 等 距 的 ， 也 就 是 说 ， 我 们 把 ， 局 到 有 8 的 局 部 等 距 映 射 定义 为 久 到 全 的 保持 弧 
长 但 未 必 是 一 一 的 和 到 上 的 号 射 ， 
几何 学 的 一 个 重要 方面 是 研究 曲 曾 在 给 定 的 某 一 类 ~- 映射 | F 保 持 不 开 的 履 质 例 
如 , 曲面 的 拓扑 性 质 是 在 一 一 双 连 续 (本 盾 ) 瞻 射 下 保持 不 变 的 性 质 。 紧 致 性 是 曲面 的 拓扑 


图 对 -5 了 
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性 质 的 一 个 例子 ， 曲 睾 在 等 距 有 映射 下 保持 下 变 的 性 质 称 为 曲面 的 内 碍 性 质 ， 虞 面 的 全 部 内 
藻 性 质 称 为 村 面 的 内 于 几何 。 
由 定理 11.8 赐 面 的 一 个 性 质 是 内 冀 性 质 , 当 且 仅 当 它 仅仅 依赖 于 第 一 基本 形式 。 主 
是 , 可见 Gauss 肌 府 是 旧 面 的 内 列 性 质 . 
设 卫 和 晶 是 出 区 号 上 两 点 ， 从 卫 到 @ 的 内 问 距 离 , 记 为 DCP, @)， 定义 为 和 上 连接 
了 和 和 是 的 所 有 可 能 的 正则 张 0 的 长 I(O) 的 下 确 界 (最 大 下 界 )， 显 然 ,一 曲面 上 两 点 间 的 
内 萄 距离 总 是 存在 的 , 因为 实数 集 (C0) 是 非 空 的 (5 是 过 通 且 弧 连通 的 }, 且 下 有 界 于 卫 和 
已 之 阿 的 欧 氏 险 离 |P 一 Q|。 显然 ， 曲 而 上 两 点 间 前 距离 是 蝎 面 的 内 草 性 质 。 在 问题 芋 .6 
中 , 我 们 将 证 明 
定理 11.4 (i) 也 ( 卫 , Q}=D(Q, P); . 
(1) D{P, B)<DP, +DQ, B); 
(ii) DLP, Q)>0, D(CP, Q) =0 当 且 仅 当 P 一 Q@. 
现 给 定 卫 和 久 , 车 存在 连接 卫 种 晶 移 正则 弧 0, 它 的 长 等 于 卫 和 妨 之 间 的 内 蕴 距 离 ， 
则 0O 称 为 卫 和 昌之 加 的 极 小 长 缴 . 
由 下 确 界定 义 可 得 , 车 是 卫 和 之 间 的 极 小 长 天 , 则 它 的 长 (CO) 满 足 ， 
(i) 了 (OSI 工 (O), 其 中 加 是 任意 别 的 连接 卫 和 入 的 弧 、 (LIL(0) 一 D(P, @) 是 一 个 
下 界 ). 
(ii) 对 于 任意 s>0, 存在 连接 卫 和 Q@ 的 正则 缴 0', 使 得 L(0)+s>L(0”).。 (ZL(0) ~ 
D(CP, 8@) 是 最 大 的 下 界 ). 
显然 ， 两 点 加 的 极 小 长 台 也 属于 图 画 的 内 葡 几 何 . ， 
在 平面 中 ,DD( 了 ,8) 是 欧 氏 距离 , 航 小 的 弧 总 是 存在 唯一 , 并 且 就 是 卫 和 .昌之 间 的 直线 
段 ， 但 是 , 一 般 地 ,如 下 面 例 世 .8kw) 所 指出 的 , 在 一 曲 商 上 两 个 给 定点 之 闻 未 必 存 在 一 极 
小 长 弧 , 再 如 俏 二 .38(3) 所 指 册 的 , 这 样 的 弧 如 果 存 在 的 话 也 未 必 是 唯一 的 . 
例 11.8 (a) 设 B 是 去 掩 原点 的 册 平 
面 ,又 设 卫 = (0 1), @ 一 (0， 一 力 , 如 图 11-8 
， ，: 所 示 . 显然 ， 对 六 任意 8>0, 存在 一 连接 卫 和 
一 QQ、 其 长 小 于 2+g 的 弧 ， 可 以 取 一 个 中 心 在 
《RB，0)， 卫 >0 的 贺 的 间 于 卫 和 @ 的 一 自 弧 ， 
只 要 尽 足 够 大 的 话 。 由 于 卫 和 多 @ 之 间 的 任意 
弧 的 长 必定 大 于 或 等 于 2, 于 是 了 D(P，Q) = 2, 
另 一 方面 , 在 8 中 不 存在 其 长 等 于 的 连接 了 和 @ 的 缴 , 因 为 必须 避 基 原点 、 于 是 妨 上 P 
和 昌之 间 不 存在 一 极 小 长 弧 . 
(b) 设 访 是 一 个 球面 , 直观 上 我 们 看 到 ， 每 一 条 连 菩 北 航 和 南极 的 大 而 新 是 南北 概 之 
向 的 极 小 长 弧 . 于 是 , 在 一 曲面 上 四 训 之 则 风能 有 太 限 多 条 不 同 的 极 小 长 弧 . 


3. 测 地 曲率 


假设 是 曲面 5 上 两 点 间 一 极 小 长 弧 ， 若 卫 起 上 一 点 , Q@ 是 上 与 卫 邻 近 一 点 ， 
直观 上 , 卫 和 昌之 亲 那 部 分 弧 也 是 卫 和 日 之 间 的 极 小 长 听 , 而 且 O 在 了 和 由 之 阅 的 部 分 
到 访 在 卫 的 切面 的 重 直 投影 9， 如 图 1177 所 水 ， 是 卫 和 日 在 切面 上 的 投影 @* 之 问 在 切 


$11,I 大 本 内 容 -[247] 


-7 图 11-8 


面 上 的 极 小 长 统 ， 但 是 另 一 方面 , 0" 又 必须 是 直 钱 或 等 价 地 说 , 是 零 曲 率 则 线 , 于 是 我 们 把 
在 切面 上 的 季 直 投影 的 巾 率 测量 是 零 的 闭 些 曲线 作为 极 小 长 弧 的 候选 者 . 
向 线 C 到 其 上 一 点 冯 的 切面 上 的 投 形 在 己 的 机 率 向 量 称 为 在 王 的 测 地 曲率 向 量 ， 
养 记 为 如 ， 为 计算 如, 假设 8 是 类 >>2 的 曲面 ; w 一 w(w, 功 是 包含 卫 的 举 标 曲面 片 , 2 一 
we《9) 一 w(w(s)， os)) 是 的 02 关 自然 表示 ， 令 四 表示 0 在 了 的 单位 亡 向 量 , 在 下 的 切 
平 衣 上 取 一 单位 向 量 加, 代 得 (了 TU, 和 N) 构 成 右手 标准 正 交 组, 如 图 11-8 所 未， 不 失 一 般 
性 , 可 以 假定 也是 原点; 则 0 在 过 三 的 切面 的 投影 是 mr 一 ( :于 ?下 + (me,17) D7， 求 微 商 ， 
do"/ds—(& TT+ LT UT) TE DD, 
/d= (ETITH EU (kT) TH kV) D, 


fr ‘dw | 
as as | 
Pa 
ki 
dm” dz"\ dm Ga dm*\ GE 
(CS ls 一 (本 as 
Eg “ 
cs 
在 了, tm 了 ,于 是 
. TU- 和 | 再-| -3 
5 一 天, 全) THEE DIU (kU D. 
故此 有 kk UU EU UT)T. 


但 中 与 全 正 交 , 所 以 有 公 . - 
-kU)D. (11,1) 

作为 ( 坟 .1) 的 一 个 推论 ， 我 们 看 到 事实 上 是 C 在 卫 前 邮 罕 向量 天 到 切面 小 的 疏 丰 
投影 ， 因 为 大 答 直 于 了 了, 它 到 切 备 的 季 这 投 紫 就 是 它 到 如 上 的 投 坟 (下 .加 ， 本 是 我 们 
有 

定理 11.5 沿线 在 也 的 测 地 曲率 向 最 是 局 在 户 的 隔 率 向 量 到 在 了 的 切面 的 向 
景 投影 ， 

由 方 程 (14 ,1 和 天 .和 一 0, 我 们 可 记 

k= kt k= (kU URENIN, (11.2) 

洪 中 厨 一 CEN)N 是 0 在 P 卫 的 法 曲率 向 量 ， 因 为 万 和 如. 不 依 束 于 曲面 主 和 曲线 CO 的 
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定向 ,所 以 5, 也 是 如 此 ， 

由 一 wg 如 祖 定 的 纯 量 耳 数 和 称 为 口 在 了 的 测 地 曲率 ,由 方程 (11.2) 可 得 xy 一 孙 ， 
并 且 因 为 所 选取 的 口 使 得 (ZU, 入), 妈 好 ,如 入 ) 成 右手 正 交 组 , 我 们 有 本 一 人 入 xt, 所 
以 za 一 下 好 一 天 (xx 有 有 全 

=—(t, KE, N) 或 oo 一 (2 (11.8) 

注意 , xy 依赖 于 5 的 定向 CN 的 指向 ) 和 和 〇 的 定向 全 的 指向 ) . 

与 mm 同时 依赖 村 第 一 和 争 二 基本 系数 相反 , 测 地 曲率 仅仅 依赖 于 第 一 基本 系数 (以 
及 它们 的 导 煞 ), 因此 是 曲 夯 的 内 芷 性 质 ， 这 可 以 利用 召 .已 和 名 直 溉 求 出 x 得 到 证 明 , 在 
问题 坟 .30 中 我 们 将 证 明 . 


%=[ 玉 ( 玫 》 QT8-TD( 虹 各 4 C04-27) 虹 ( 季 》 


nm | 生物 _ 妆 本 /也 :A{ 
束 ( 溉 ) + 十 ds Ey 人 (多 


所 以 有 , 
定理 11.6 曲面 上 沿 一 曲线 0 的 测 地 曲率 是 向 面 的 内 曹 性 质 。 
注意 , 沿 汉 参数 曲 组 0 一 常数 , 20/ds 一 0 和 du/ds=1/M/ 百 ， 沿 4 参数 曲 副 Ww 一 常数 ， 
du/ds 一 9 和 /ds 一 1/V 全 ， 于 是 对 于 参数 卜 线 的 测 地 上 曲率 , 方 径 C11.4) 变 成 
Caen) am— 1 (2 VBE ry ME 


EE 1.5) 
Gein Lh (RV rh MS 
若 参 数 曲 线 是 正 交 的 , 则 
下 ~0 1 一 -二 可 1/G 和 Ih 一 一 和 Go/ 及 ， 
于 是 
(eng 3 Cn Be G11.6) 


例 11.4 考虑 抛物 于 
w= (rc080) ed- C7 sin f) et rs8s, OTeo, 一 co<0<co。 
我 们 有 r= e030 et (sind)est 27es, 
Up 一 【一 了 Sin ert (rcog es, 
B= w=1tdr’, Fw wo—0, 
G— wo me = 3, 


N= ee Fd) 27 (e090)es— 2r(ein est eol.. 


9 僚 数 须 线 7 一 70 是 
人 二 (ro cost)}et (rosing) et "he, 
沿 这 曲线 到 一 (一 rosimn 的 6 十 (rocos 的 ea |%’|—ro. 
一 《一 sin 的 Bi 上 (ecog 的 ea {~ (~—cost)e— (sinb)es, 
1[(—cos 0)e— (sind)eal, 
N= ltr) —2roCo0s 0) e012rotsin eat es], 


STILLIT 基本 内 容 [249] 


U=Nxt=(1+4r2) (~—e0sf) ei (sinf)es ~— 27o63], 
k,=(k: Urol- rd) -i{( —coad)e— (Sin)ea—2roeel, 
= U=(f/ro) (lt+4dr3) 
如 我 们 所 期 那 i. ,wz 是 不 依赖 于 9 的 ， 注意 , 上 式 与 公式 (1.6) 症 一 -下 的 。 


GF | 27 | - 
( -一 一 {1 ro) C+ dni) 
rn 7 ‘ We . %) ， 


4. 测 地 线 


土 一 节 我 们 把 在 其 上 测 地 由 率 向 生 为 洗 的 天 级 玛 作 伐 小 长 弧 的 候选 者 、 这 里 我 们 称 江 
足 乱 一 0 前 此 线 O 为 测 地 线 ， 沿 一 直线 有 天 二 0， 村 是 有 丙 = (下 下 ) 下 =0， 效 忆 不 是 直 
线 , 则 由 无 一 而 士 大, 得 出 厨 一 0 当 且 仅 当 让 一 本 一 (EN DN, 或 当 且 仅 当 密切 闸 ( 它 平行 于 
到 和 如 包 合 S 的 法 线 , 十 是 有 

定理 11.7 帅 面 上 所 有 直线 是 测 地 线 , 一 击 线 是 提醒 恋 的 测 地 如 当 旧 仅 当 它 在 每 一点 
前 密切 面 生 直 证 曲 击 在 该 点 的 切 甸 ， : 

注意 , 渐 近 上 昕 线 是 直线 或 其 密切 而 与 出 面 的 切 而 重合 的 监 线 , 而 测 地 级 是 直线 或 其 密切 
面 与 曲面 的 切面 季 直 前 曲线 满足 如 一 0 的 曲线 是 渐 近 曲线 ， 满足 如 =0 的 曲线 是 测 地 
线 . . 

在 问题 1IL.14 中 , 我 们 将 证 明 

定理 工 .8 0 类 举 标 曲面 片 多 =w《w 人 上 的 9 类 曲线 的 自然 表示 

Wms) w(ts), 0s)) 
是 测 地 线 , 当 且 仅 当 “和 4(5) 满 足 
de YS 1 du dv 1 fo 
时 th (车 ) +273 ds po -0 
和 Th (EY) +27 和 ;型 下 二 7 (至 让 -0 
于 是 ， 我 们 把 曲线 (ws),，w(s)) 作 为 通过 任意 一 点 $Cw，w0) 灌 任意 方向 (dw/ds)o: 
《dv/ds)o 的 测 地 线 的 一 个 候选 者 , 其 中 “0 Vs) 是 方程 (11.7) 的 满足 初始 条 件 


Ow 0- 当中-( 癌 ,全 


的 解 。 车 在 方程 (11.7) 中 , 1% 是 01 类 的 ,根据 微分 六 程 理 论 , 在 s 一 0 的 一 邻 域内 ， 确实 存 
在 满足 给 定 初始 条 件 的 唯一 解 wks)，?2(s).， 但 是 ,一 般 地 来 说 ，s 将 不 表示 沿 w=w(w(s)， 
ws) 的 弧 长 ， 所 以 不 能 供 上 述 定 理 直 接 得 出 “一 et)， ls)) 是 测 地 线 ， 在 问题 1.15 
中 , 我 们 将 证 明 , 车 诸 取 (Cds)o: (av/ds)o 使得 

i gw 二 ee vw Co Na 

i A 


则 对 于 所 有 s, 有 坚 站 一 卫 即 s 等 于 弧 长 ,十 是 由 上 述 定理 必 一 (2(8)， 08) 是 过 w(to 
ao) 灌 给 定 方向 (Gujae)os(deyes)o 的 唯一 的 测 地 线 . 

显然， 只 要 对 任意 方向 du: dvo， 令 (dwfg3)o=dun/ 入 条 (cu1ds)o=Gve/ 和 就 可 以 求 出 满 
忌 寺 述 方程 的 方向 数 (Gu/ds)g: (Gv/as)o， 这 里 一 可 0 二 十 28gam dvg+ Goad，. 最 后 ， 营 


(C11.7) 


[ago] 第 一齐 内 列 岂 何 
2 一 (al 2) 是 0 类 的 , 则 二 是 01 类 的 ,于 是 有 

定理 11.9 在 类 >8 的 曲面 上 一 点 卫 的 一 邻 域内 , 沿 任意 给 定 方向 存在 哈 -- 一 条 测 地 
线 , 并 且 它 是 0: 类 的 ， 

例 11.5 (a) 平面 . 在 一 平面 上 , 天 一 形 ， 所 以 一 曲线 是 测 地 线 当 且 仅 当 它 是 直线 , 过 
每 一 点 沿 每 一 方向 显然 有 一 测 地 线 通过 . 

(Cb) 球面 ， 因 为 沿 测 地 线 的 密切 面 平行 入 , 所 以 它们 必定 全 部 通过 球 心 , 但 是 由 问题 
4.90, 密切 务 过 定点 的 曲线 莫 在 一 平面 上 , 寺 是 球面 上 的 测 地 线 是 大 加 , 反之 大 回 必 是 漠 地 
钱 ， 显然 过 任意 一 点 沿 每 一 方向 有 一 浏 地 线 通 过 . 

(0) 一 般 柱 面 ， 假 设 柱 面 的 母线 是 沿 一 固定 的 单 似 向 量 上 的 方向 , 曲线 O 是 测 地 线 当 
且 仅 当下 一 到 ,一 ("条 )N， 而 在 柱 面 上 有 和 9g 一 0， 因 此 O 是 济 地 线 当 且 仅 当 gg=0 或 
tg 一 0, 或 积分 得 Eg 一 常数 由 此 可 见 , 柱 面 上 的 测 地 线 是 一 般 螺 线 , 其 中 包括 母线 本 身 ， 
这 时 g 一 土 1 和 柱 面 的 模 截 线 ,这 时 £5 一 0. 

最 后 , 假设 % 一 w(w, 2) 是 曲面 上 一 些 标 曲面 片 , 它 使 得 以 参数 曲线 和 % 参数 曲线 正 交 ， 
且 第 一 基本 系数 仪 依 束 半 一 个 参数 , 这 时 测 地 线 总 可 用 求 积 的 方法 得 出 , 即 在 问题 辽 . 下 中 
要 证 明 的 

定理 了 .10 设 w=w(w，%9) 是 类 >2 的 曲面 上 上 一举 标 曲面 片 ， 它 使 得 加 一 召 (o)， 
下 0 G=GGo) ,出 ， 

(i) 2 一 常数 的 u 参数 曲线 是 测 地 线 ; 

《二 ) 9 一 wo 的 芯 参 数 曲 线 是 测 地 线 当 且 仅 当 Gu(wo) 一 0 

【二 )》 形 为 2 一 (2 wo)) 的 曲线 是 测 地 线 当 且 仅 当 


?7 二 全 0 


5. 测 地 坐 标 


潜在 曲面 上 能 引进 有 某 些 特殊 性 质 的 参数 曲线 作为 坐标 曲线 那 常常 是 有 某 种 方便 的 ， 
参数 曲线 是 正 变 的 且 其 中 一 族 参 数 山 线 是 测 地 线 的 坐标 曲面 片 称 为 测 地 坐标 系 . 
在 一 曲面 上 可 用 无 穷 多 种 方法 引进 沽 地 举 标 ， 设 w=wm(v), 49<b, 是 类 之 3 的 曲面 
wu=0 上 一 任意 .02 类 新 06, 由 定理 11.9, 过 Co 的 每 
、 一 点 %(%o) 有 了 唯一 的 一 条 悉 直 于 Co 的 测 地 线 
Vo) gt 00) 通 过 , 且 在 其 上 等 于 弧 长 ,2(0， 
au, oy - V0) 一 宅 (20)， 见 图 41-9, 
"向 线 在 问题 全 .20 中 , 我们 将 证 明 , 对 于 足够 小 
的 8, 函数 灾 一 了 (ee 9)， ECUCS, HAVAb, 
是 0? 类 正则 参 灼 玫 示 . 
刹 下 只 要 证 明 %% 参 数 曲 线 与 o 参数 曲线 正 
交 . 考虑 导数 
P= (Wu To Tu Rot TRoo. 11.8) 
因为 名 是 弧 长 , 玉 一 orws 一 1， 所 以 用 ,一 2zwwr ws 一 0, 并 生 ws 是 & 参数 曲线 上 的 单位 切 向 
量 和 ww 是 参数 曲线 的 曲率 向 量 ， 但 在 测 地 线 上 , 曲率 血 量 是 沿 曲 面 的 法 线 方向 的 , 于 是 


Co 
中 参数 山 纹 
网 11-9 


EL 基本 内 容 [et] 


还 有 Ww-wo 一 0。 所 以 蕉 方程 (入 ,8); 可 得 本 一 名 因而 沿 v 一 常数 的 测 地 线 的 所 有 点 有 已 
一 常数 .但 是 4 一 常数 的 测 地 线 与 Oo 正 交 , 即 对 于 #0 和 每 个 % 有 了 =0， 所 以 下 ~0, 因 
此 < 参数 曲线 与 ”参数 曲线 正 交 , 故 %w 一 w(w, %) 是 测 地 坐标 系 、 于 是 我 们 有 有 

定理 乔 , 坟 设 2-z(v), a<v<3, 是 类 >3 的 曲面 8 上 的 任 次 一 99 类 弧 ， 则 总 上 
存在 C2 类 测 地 坐标 系 2 一 w(w, 由， 一 e<wx< 中 sb, 使 得 wo, 9) 一 w(V), 并 且 入 参 

数 晶 线 是 测 地 线 的 自然 表示 . 人 

注意 , 在 上 述 结构 中 ， 半 有 济 地 江 窑 任 疙 商 直 交 扫 级 之 亲 的 下 证 相 和 的， 这 基因 为 每 
一 测 地 线 中 参数 是 自然 参数 。 对 于 在 意 测 池 法 称 系 情况 都 屋 如 此 :、 设 和 一 w(w, 轨 是 测 地 
举 标 系 , 其 中 妈 参 灯 烛 线 是 测 地 线 ， 因为 姜 参 煞 昌 级 和 9 参数 曲线 起 详 ; 方程 { 计 .的 适用 ， 
且 (wy)ongl 一 一 也 /2BN/ = 0. 所 让 妃 。 0 或 如 Bw), . 商 且 到 0. 于 是 mwlu, v) 
的 第 一 基本 落 式 是 “一 i 

I—B(wds 4 Gu, o) dw. ~ 

现在 沿 测 增 线 b 一 常数 ,有 一 峙 层 测 池 问 在 正 交 轨 线 4 一 和 ji 之 问 的 狐 长 是 
， 8 仆人 人 vv Bow. /~ 
它 不 做 赖 于 w 教 不 依赖 竹 测 地 线 ,# ， 

由 上 述 讨论 可 知 ， 孤 长 二 的 测 地 线 的 参 
数 : ‘ff 信和 SS 

“VE, 全 一 人 


党 这 样 敌后 , 即 着 一 2(w， a 其 中 4 是 测 地 线 的 自然 参数 ， 则 如 一 oo 一 
1, 且 第 一 基本 形式 是 


© It oa oo ,. G1.9) 
最 后 , 从 问题 10。 35 全 的 P50 时 前 人 na 引 其 事 公 丈 


KE 7 如 z 王 壤 (I 二 (jr 入 YE)] (11.10) 
我 们 立刻 得 出 
定理 11.12 若 =qtv, o) 是 类 六 8 的 此 而 上 一 测 地 此 标 系 ， 其 中 要 级 地 
线 , 且 u 是 自然 参数 ,出 0 ~、、 
x-- 训 2 加 (11.11) 
例 11.6 二 | 


Cron) elt and et roy 1 rd, brdd < 00, . 
是 抛物 面 24 一 眶 十 v9 上 一 测 地 些 标 系 .: 容易 验证 如 到 -wl1+dr， 而 一 or 一 0， 他 一 
Wo' wo 一 "于 是 参数 曲线 是 正 交 的 ,并 罗 为 内 沪 强生 . 舱 有 站 ) 兴 省 一 一 /2 如 MV 本 一人 0 
"参数 出 线 0 常数 是 测 地 组， 车 我 们 吉 进 乡 数 灾 = TT i 代 痊 ， 和 
标 曲 面 片 w* 一 ww*(9, 7*) 一 2(9， rr)) 特 是 以 二 为 和 然 参 数 的 测 多 必 浆 ， 于 是 

B=g. 8 = (we wr) Gr/dr")3 ~ (wr Wr) /or /dro 

Fg pe (rg Ar /dr 0 

Gt or 、 oo 


Tagz] 第 + 一 章 内 芒 ' 训 何 
1 P/F Ti 
KF- 4 (+a), 
其 中 7 一 r(r”)。 : 


6. 测 地 极 举 标 


设 卫 是 关 >8 的 曲面 上 一 点 ,9 和 gs 是 曲面 在 卫 的 任意 两 正 交 如 向 量 ， 如 图 11-10 
所 示 ， 由 写 理 .9, 对 于 每 个 实数 页 过 王 沿 切 
* 二 :向量 (ooaboga 十 (einbogs 的 方向 ， 高 在 唯一 的 
有 自然 家 杀 的 测 地 线 w 了 (7， 的 )， 在 问题 
卫 ,21 中 ,我 们 将 证 明 存 在 >0, 使 得 对 于 0< 
<s，w 一 w(r，0) 是 0" 类 正则 少数 表示 , 因此 是 
一 测 地 坐标 系 , 称 为 在 卫 的 测 地 极 坐标 系 。 我 们 
还 将 证 明 , 对 入 49<r<<s 0&0<2, 二 一 人 (人 分 
是 到 也 葛 一 去 心 邻 域 上 的 一 一 映射 ， 于 是 过 卫 
的 邻 域 中 短 一 点 有 淮 一 的 测 地 线 与 了 相连 ,8 参 
数 内 线 了 一 常 邓 条 为 测 地 天 对 应 的 值 黎 为 


图 21140 2.” < 地 国 的 半径 117 > 
和 一 般 的 测 地 坐标 的 情形 一 祥 ， 对 于 测 地 极 坐标 系 0 0), 1>0, 第 一 基本 形式 
为 ae 人 r D2 | (11.12) 


测 地 极 举 标 雪 的 一 个 并 单 例子 是 媳 0 平 加 的 康 辟 的 极 坐 标 系 ， 
Tw—r copertranges, 7>0, 一 co<g<oo. 
显然 B= meel, Fe we=0 测 G=%e me =, 
因此 I= 避 ?十 7?@93,. 在 问题 卉 ， 28 卉 ， 我 们 将 证 明 : 当 了 很 小 时 ， 在 一 般 向 环 中 的 CGO， 仿 
的 作用 很 象 平面 中 的 家 辟 味 ; 特 山城 ; 我 们 将 证 明 - 
定理 11.18 若 w 一 Cr 外 是 在 一 足够 高 类 的 湖面 上 一 点 卫 的 测 地 极 倘 标 系 ， 则 
VB TD i PR 0 (18) 
其 中 lm (RCr, /3) ~0, | 
下 (了 了) 是 在 卫 的 高 斯 曲率 . 和 
例 世 .9 参数 表示 
2 一 aon sin(e/o) Yert [asinf sin (r /wm)] ea [a oon (r/o0)1les, 
“WO EW/ oo oo 
是 半径 为 中 心 在 原 上 的 球面 的 北极 的 现存 机 训 红 系 ， 如 图 11-11 所 示 ，Y 和 参数 册 线 
6 一 名 是 绕 过 北极 的 大 回 ; 参数 沿线 7 一 ro 是 极点 隐 近 的 第 线 . 容易 计算 出 瑟 一 rzr= 卫 
一 和 Gwe 一 wsins(rya， 故 有 
. Y= dr sim(r /g) a 
因为 pe 
VG=0gin(r/q) =" /6 +a (mm), { 


§11-1 基本 内 容 [859 


这 与 方程 ( 坟 .13) 一 致 . 
作为 定理 二 ,18 的 一 个 推论 ， 我 们 得 出 Gaus 昌 率 的 一 些 税 有 超 的 和 重要 的 解 各 因为 
河 测 地 圆 ? 一 常数 , 我 们 有 dr 一 0， 于 是 它 的 周 长 为 积分 、 “' 


ofr) -全 VO Tal 


br 一 告 KK(P)ar*io(g). (11.14) 
所 以 ”ECP)= 4 (0 PO ) oD, 
或 者 , 因为 (PP) 不 依 扣 于 ， ”7 
EOP lim (B70), .1 7 
寺 是 我 们 看 到 高 斯 曲率 可 以 用 疝 面 的 内 效 收 质 表示 . i 
最 后 , 回忆 曲面 而 积 的 公式 | V BG 一 F3Guidw, 我 们 得 到 济 地 团 包 图 的 南面 商 积 是 


A ff MEdar me a/12) FR (PYrit oer), 
于 是 i 


pe 


KK(P) ~ 虹 起 (ee (11.16) 


我 们 得 到 
定 运 入 .14 在 闫 >>3 的 曲面 上 一 点 卫 的 Gausg ,曲率 是 


E(P)=Im 生 (2 人) 蕊 到 (P)=lin 12 2 (sO), 
其 中 Or)， (0 信 出 是 P 为 的 测 地 加 的 半径 - 周 长 和 所 国 轩 而 的 面积 
7, 极 小 长 弧 加 ， 四 本 


设 卫 和 和 护 是 曲面 上 足够 接近 的 两 点 在 卫 存 在 汪 色 省 名 的 调 地 极 维 标 系 w 一 Cr, 从， 
如 图 11-142 所 示 ， 我 们 将 证 明 合 Q& 的 测 地 线 3 一 常数 是 卫 和 之 间 瞧 一 的 极 小 长 弧 ， 

假设 包 在 测 地 加 7 一 ro 和 测 地 线 6 一 如 上 , 且 w 一 w(，a 二 #5; 是 日 上 连接 卫 和 入 
的 产 OQ。 现在 我 们 假设 O 包含 在 “一 te(7, 外 中 ,于 是 吕 : 的 长 了 (OO) 是 


[32334] 第 + 一 章 内 蓝 几 何 


b Se 
0) = 古寺 
因为 G>0， zz ~ Tp ya (本 Ja 三 一 [are 


?0 是 测 地 线 如 ~= 殉 着 天 和 之 间 的 长 ， 上 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 89/Ui~0 或 9 一 常数 时 成 
立 ， 放 此 测 地 线 9 一 后 是 ww(r, 从 中 这 接 卫 和 日 的 所 有 张 中 叭 一 的 极 小 长 弧 ， 素 实 上 
我 们 还 可 以 证 明 这 是 ;8 上 奉 卫 和 Q 之 间 的 所 有 正则 弧 中 最 短 的 一 茶 ， 为 此 设 w=w(， 
a<t<b， 是 从 了 到 驴 的 孤 O， 它 跑 出 了 w 一 w《7; 9), 如 图 11-18 所 示 。 可 以 证 明 在 某 点 
一 (< 0O 刁 测 地 加 + 一 一 ?6 相交 , 设 交 点 坐标 为 (ro 六 ), 并 设 口 在 区 闻 4<t<t? 的 
部 分 包含 在 ww 从中, 记 为 0'"， 于 是 0 是 pw 一 w(7,， 8) 中 会 了 和 对 应 于 (ro, 9") 的 点 
P* 的 正则 弧 ， 拒 前 面 的 论证 应 用 到 省 和 P" 就 有 上 CO)>ro, 但 是 TCD>ze 7)， 所 以 
JICO) >ro 而 ro 着 涝 接 卫 和 人 @ 的 浏 地 线 9 名 的 长 ,下 是 有 ， 

定理 基 , 奶 设 卫 和 和 8 是 曲面 上 的 点 车 克己 帮 在 一 包含 @ 的 测 地 极 肯 计 条 ， 而 存 
在 由 壕 接 记 和 忽 的 测 增 线 给 出 的 这 两 点 之 间 的 叭 一 的 极 小 长 驱 . 

我 们 现在 利用 上 过 定理 来 证明 : ,车 0 是 0 类 井 南 ,8 上 任意 两 虚 PL 和 Ps 之 疗 的 极 小 
长 弧 , 则 是 济 地 线 ， 候 设 为 “一 w(t), a<t<5, 卫 是 C 上 界 于 志和 Pi 的 生意 点 , 因 
为 旭 是 C8 类 的 ,在 卫 存 在 一 测 地 极 坐标 系 。 现 设 e>0 了 到 得 在 够 小 , 使 得 点 P, 和 P-。 它 
们 分 轴 对 应 于 t+s 和 ta 洲 竹 6 二 wr， 的 中 ,如 图 :二 -14 所 示 。 令 0。 表示 0 在 PP 和 
了 ,之 加 的 部 分 我们 要 证明 是 卫 舟 忆 之 问 的 极 小 长 弧 ， 俐 谈 不 然 ， 即 假设 已 是 和 
卫 之 癌 的 正则 狐 使 得 工 (GZ) 严 指 沾 于 工 (0,)， 具 体 地 说 , 设 .了 LT) 二 5 一 了 (OD. .现在 考 
虐 在 O 上 用 并 赴 换 0, 而 得 到 的 报 荆 ， 注 意 它 在 也 和 .P, 可 能 不 是 正则 的 ， 但 是 可 以 证 明 
能 够 把 这 样 一 条 弧 帘 成 在 .一 和 /是 雍 物 个 滞 的 弧 0"; 而 它 的 长 与 六 的 长 型 多 相差 5/2 
因为 TT)+8~ 玖 0), 所 所 0" 是 了 ws 二 :Ps 间 一 正则 弧 , 其 使 得 

LLOYD+S/2<L(CO) 或 (0 <LCO), _ . 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 口 是 Pi 和 Ps 之 间 的 正则 极 小 长 弧 ， 邦 此 坊 是 忆 拖 二 之 和 的 极 
小 长 弧 , ; 同 理 ,0 在 下 条 卫 放疗 的 部 分 Oi 是 Prs 和 卫 之 间 的 极 小 长 泥 。 

但 是 作为 定理 114 妇 的 一 个 结果 ;0 利信 :是 测 地 线 ,并 且 分 别 洲 在 09 一 9-, 和 9= 久 的 
测 地 线 上 ,其 中 Qs 是 从 卫 到 P_,, :0, 从 了 到 也, 如 图 二 -15 所 示 ， 叉 因为 0 在 忆 正 则 ， 
于 是 6.~9. 十 w, 即 在 卫 附近 ,9 是 对 卫 沿 8 齐 向 的 唯一 的 测 地 线 ， 关 为 了 是 上 任意 一 
点 ,于 是 定理 得 证 ， 记 以 有 | 

定理 11.16 者 0 是 类 >3 的 曲面 上 两 点 之 同 的 极 小 长 狐 , 则 是 济 地 线 。 


二 江 基本 内容 FMD 


S@。 常 高 斯 曲率 井 商 人 


我 们 知道 Gauss 曲 罕 诡 在 等 距 映 射 下 不 变 ， 了 是 在 两 个 等 丰 由 而 的 对 应 虑 的 Gauss 出 
率 是 相同 的 , 这 命题 的 逆 命 题 一 般 来 说 是 不 正确 的 , 如 问题 . 坟 .28. 将 证 明 的 那样 . 但 是 即时 
两 个 曲面 有 同样 的 常 Gauss 几率， 我 们 将 话 明 这 两 个 典 画 的 任意 两 个 尼 各 小 的 名 二 各 距 
的 ， 为 此 假设 wm 一 w(r， 角 是 有 常 Sauss 曲率 区 的 曲面 上 一 点 的 测 地 极 你 标 系 ， 由 方程 
《1L,1) 和 和 (和 .18) 得 出 ME 一 Vo 洪 足 常 系数 二 阶 线性 微分 方程 


i ， : 
VG+RYG=D, | 人 
初始 条 件 为 2 
lmVG~ 0, lm(8V /0r) = 1 fh.18) 


3 E20, 方程 (11、 07) 的 前 入 是 N= =r0(0) + OO 用 和 的 林 人 (4 和 Cn 
一 和 Co 一 0, 故 G 一 人， 于 是 之 =2(r， 全 的 第 一 芝 本 系数 必定 是 召 一 了 一 0 和 CG 一 六 . 
车 到 >0, 则 (二.17) 的 通 解 是 “” 
MG=0(0)sin(r /ERE)+ 00 co VERY, 
这 里 初始 条 件 ( 匡 .18) 意 味 着 03=1/MV 下 和 0sm0， 半 是 在 这 吝 情 形 中 第 一 基本 乘 数 必 
定 是 卫 ~1, 了 ~0 和 人 = (1/)sin*(rvV 下 )、 声 后 若 : 下 <<0, 则 (村 v1W) 的 适 解 是 :i 
MG=00sinh(rv “ER )+O(0)oosh(ry ER). 
应 用 初始 条 休克 加 :=1/\V 一 交 和 Os 二 0.， 于 是 在 这 种 甸 束 中 
B=1i, F-0 和 和 G=(L/V Ky)sinhr VER -EE. _ 
我 们 看 到 在 有 常 Gauss 明 率 K 的 曲面 上 的 任意 点 卫 , 测 地 极 华 标 系 的 第 一 基本 条 数 是 
叭 一 确定 的 且 仅 依 琢 于 及 ， 但 荐 男方 面 显 然 荐 P" 是 任意 有 
同样 常 Gauss 曲率 KK 的 别 的 日 面 上 的 任意 一 点 , gw" 一 和 (mr 
全 是 在 P" 的 测 地 极 举 标 票 ; 刚 册 了 (sw(r7， 办) 一"(7, .8) 给 
定 的 映射 了 是 大 了 的 一 个 邻 城 到 P’ 的 一 个 邻 城 上 出 等 了 
射 ， 于 是 得 到 
定理 11.17(Minding) 有 同样 常 Gauss 曲率 的 闫 3 8 
的 曲面 的 健 意 两 个 足够 小 的 邻 域 是 等 距 的 、 
- 球面 是 正 澡 Sanss 曲率 曲 闸 的 重子。 在 例 也 .8 中 款 们 
将 构造 一 个 称 为 伪 蒜 面 的 负 常 曲率 出 面 . ， : 
例 11.8 设 0 是 ime 平面 中 的 易 线 , 其 起 点 在 wi 一 图 116 
ae 一 0，4>0 有 如 下 性 质 : 曲线 在 任意 一 点 卫 的 切线 在 切 点 卫 与 ws : 吉 思 全 甬 线 了 的 长 为 
,如 图 1i-16 所 示 ，0 称 为 跑 物 线 , 它 是 下 述 微分 方程 的 解 . i 
das/doi= — ar/ wah) ~0. 7 
协 半 径 洲 e 的 俯 球 西 基 和 由 C 绕 me 轴 旋 转生 成 的 曲面 . 关 此 伪 珀 再 可 以 才 示 为 
-Atreosb)elTtrsing)es 十 Fren 0<r<o; 一 oa<b 筷 co， 
其 中 产 (1) = 一 7 /jr 这 里 有 如一 ww 一 1 十 (2 一 J ， 了 =p 一 0 和 他 一 
ono 让 ,所以 从 方程 ( 计 .10) 得 出 区 一 一 4/ 族 仿 六 逢 为 的 入 于 而 有 等 一 ee 的 
常 Gauss 曲率 . 


‘256] 第 二 一 章 % 内 效用 何 


我 们 知道 在 一 个 测 地 坐标 系 上 , 对 应 于 9 一 0 的 方向 的 选择 是 完全 任意 的 ， 于 是 由 定理 
11.17, 常 Gauss 曲率 曲面 上 两 个 不 同 点 的 邻 域 可 以 彼此 等 虐 地 英 射 到 对 方 上 , 使 得 其 中 一 
点 的 任意 给 定 方向 对 应 半 在 另 一 点 的 选 定 的 方向 ， 直观 上 ,这 意味 著 一 个 常 Gauss 曲率 曲 
面 的 几何 图 形 可 以 直 由 地 移动 和 旋转 而 不 改变 昌 线 的 长 .因此 正常 和 负 常 曲率 曲 尚 分 别 万 
了 梢 加 和 双 虎 线 几 何 的 模型 。 这 些 模型 把 相应 曲面 的 测 地 线 当 作 那 各 几何 的 “直线 ”、 平 而 
《 玉 一 0), 梢 加 (区 >0) 和 和 双 明 ( 玉 <0) 几 何 的 主要 区 别 在 于 “平行 ”公理 .在 欧 氏 儿 何 中 这 公 
理 指出 过 给 定 直线 外 任意 一 点 存在 唯一 一 条 平行 (不 相交 ) 线 .在 权 加 (球面 ) 几 何 中 不 能 作 
出 平行 线 , 因为 枉 意 两 条 “直线 "(大圆 ) 总 是 相交 的 。 在 双 曲 儿 何 中 存在 无 限 多 条 “直线 " 平 
行 于 给 定 “直线 ”, 如 下 例 雇 示 、 

， 例 开 .9 ” 双 曲 平面 

我 们 把 ozws 平面 中 半径 为 2 的 加 的 内 部 看 作 二 维 举 标 流 形 . 关于 在 原点 的 极 坐标 系 ， 

我 们 定义 度量 张 量 


gu—Bol/(l—r/4), gagu—F=0, 

Ja— G/L 7/4)?. 
届 方 程 ( 坟 ,10) 易 计算 余 走 一 一 +， 这 个 常 Ganss 曲率 为 及 一 一 1 的 “由 1 画 " 称 海 汉 井 平面 。 
参照 定理 1£.10 可 知 测 她 线 是 "参数 曲 禾 , 即 过 原点 的 殉 代 音 线 ， 和 期 线 


_ wy/ 香 一 Or /4dr 
8 :| VE +477 OI v3 《0 一 第 数 )， 


车 令 wak1+ 分 /人 /7, 黄 中 em0/YTTT, 则 
工 一 刀 一 Er 一 O2(1 一 AAATO9，， 
au —a(i~ rd)dr /rs, 
和 SS /dar dw 
4: + — OTL— 7/4)” +| Mi 
积 秀 得 an 或 ww 一 all+r2/d)r=c0s(0— 6), 
或 王 十 吕 一 27or oa(b 一 后) 一 2, 其 中 =2/g 和 性 一 宫 一 上 ”这 是 中 心 在 (re 的 半 徇 为 p 
的 四 的 极 尝 宗方 程 ， 如 图 11-17(w) 所 示 ， 注 意 台 一 十 4 之 4, 所 以 中 心 浅 在 边界 m2 的 外 
面 ,并 且 这 装 与 + 一 2 正 交 ,于 是 双 曲 平面 的 “直线 “( 测 地 线 ) 屿 过 图 心 的 直线 和 与 边界 7 一 2 
应 交 的 晤 ,如 图 二 -47(3) 所 示 ， 过 不 在 “直线 "0 上 一 点 P, 存在 无 限 多 条 'C 的 “平行 线 ”。 


-一 一 一 


3 各、 ~ 

[ 2 

\ A , 
AS [XX 

n 4 (reg 
站 


图 11-17 


LI 瀑 本 内 容 [中 9 


9 高 斯 - 邦 尼 特定 理 ， +, 

一 个 首尾 相 接 的 O” 类 正则 纺 的 有 限 序列 Cu 6 一 …, nm, 如 图 11-18 所 示 , 称 为 0" 类 
、 Jordan 弧 O， 直 观 上 ， Jordan 弧 0 显然 有 单一 的 连续 车 示 一 池 作 ， 妈 it 它 的 分 支 
人 由 ww( 们 ，h1<teh 表示 ， 显 然 Jordan 并 是 可 求 长 的 ， 它 音 长 等 于 它 前 分 支 长 的 
和 。 我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， :+ 


图 11-18 ” 图 "1t-19 


车 一 Jordan 弧 的 端点 重合 , 称 它 为 闵 的 ， 一 个 商 单 闭 Jordan 弧 或 曲线 多 边 形 是 际 了 、 
端点 外 没有 别 的 重点 的 闭 Jordan 约 . 如 图 11-19 所 示 ; 曲线 多 过 形 的 一 个 正则 分 支 称 为 
多 边 形 的 边 ,两 条 边 之 间 的 点 称 为 多 边 形 的 项 点 . 

著 0:w 一 w( 办 , 9 一 o( 四 是 平面 中 一 曲线 多 边 形 , 可 以 证 明 (Jordan 监 线 定理 )O 是 一 有 
界 单 连通 区 域 六 的 边界 ,也 称 为 的 内 部 . 《 欧 氏 变 阅 加 中 湿 介 为 称 为 单 玉 通 交 ,车 刀 中 
每 一 闭 上 曲线 多 这 有形 可 以 在 D 中 连续 地 收缩 为 一 点 ). 面具 车 Po 种 Qu 轨 是 平面 曲 
包含 曲线 多 边 形 C 和 它 的 内 部 卫 的 开 集 品 上 的 可 微 画 数 ， 且 著 C 红 呈 有 正定 向 ， 即 车 二 
的 万 向 量 的 一 个 小 的 正 谢 转 铬 向 本 内, 则 可 以 证 明 (Giret 直 定理 )， 


a 登 晤 9 辣 )o- 用 健 -人 Ja 9 


其 中 怠 是 闭 集 DUC. 

现在 假设 一 w(w, 雪 是 曲面 念 上 定义 在 开 集 芯 的 一 个 坐标 曲面 片 , 显 然则 线 O: w= 
和 鸭 一 %tx( 鸭 4 从 ) 是 旧 而 片上 一 井 线 和 多边形 当 且 仅 当 w=w( 六 ，v =v 有 是 口中 曲线 多 
边 形 ， 洪 0 是 曲面 片上 一 曲线 岁 边 形 ,我 们 定义 w 一 w ( 切 上 C 的 内 部 到 为 可 中 ww 一 
4#( 引 ,9 一 9 的 的 内 部 的 移 , 丽 且 我 们 说 O 在 曲面 片上 有 正定 向 ,着 w~w( 从 ,, 9 一。( 引 在 参数 
平面 中 有 正定 向 .最 后 我 们 指出 ;可 以 证 明 在 染 曲 于 片上 的 内 部 印 是 曲面 片 的 单衣 
子 集 当 且 仅 当 ww( 拉 , 9 一 2( 引 的 内 部 包含 在 可 中 ,如 图 11-20 扬 示 ， 于 - 

现在 假设 一 xz(% 四 是 关 守 3 的 曙 面 上 一 毕 术 此 而 片 ,其 参 数 曙 线 正 交 , 设 

wm(s) ms), ve)) 


T2581 第 十 一 性 内 前 及: 何 
是 wz(w 切 上 的 0 类 曲线 多 边 形 的 自然 表示 ， 有 正定 向 且 ' 它 的 内 部 是 单 连通 的 、 设 
一 Vol ws] T/A 和 gw val 一 wo/ - 
分 别 是 只 上 沿 % 参 数 各 做 方向 的 单位 切身 量 ， GCs) 
， 尖 由 t= (e050)git+ sing)ga 确定 的 分 毁 可 微 画 数 ， 其 
中 至 是 没 0 的 单位 切 向 野 , 如 图 切 -21 所 示 . .注意 9(3) 
在 CO 的 每 个 顶点 忆 , 有 一 个 等 于 角 % 的 聊 度 ， 一 <<w< 
w、 角 后 称 为 0 在 忆 , 的 外 角 . 、 
在 问题 基 .19 中 我 们 将 证 明 (Liouville 公式 ) 灌 人 
” 的 每 条 边 , 测 地 曲率 为 、 ， 
sd/ds troogb raiing, (lL.20) 
其 中 ma 和 加 分 着 是 参数 曲 绕 4 一 常数 和 一 常数 的 测 地 |. 率 ， 于 是 
jo% hdr C00s 0-+ asin Ods. 
现在 e 7 ! 
coop ee 要 总 - 2 和 :11.918) 
本 : 和 


4 0 . 舌 < 人 替 wn 当 交 ) 轩 ~ 各 名 人 
其 中 我 从 和 j 用 了 参数 昌 线 让 交 、 两 而 各 ,1w。=0 的 事实 RL 等到 
， | hs (COU 晤 -av 本; a 
从 Green 定理 ( 芋 .19) 得 内， 
人 sds—|, 0+ [2 (Vt -aD i, 
其 中 下 是 形 渭 中空 斌 网 v9(8) 的 内 部 和 边界 ， 由 方程 (生活)，.: | 


i “| a9+ [|[ i 高 Eee 


a e+ 及 -二 ma 


好 
人 


放 据 Gate 省 率 的 公式 (也 .30) ， Cs 
i faa Joan -vw | 


图 a 


.11 .2 


于 是 有 公式 fb wu], ui- 


区 忆 是 乡 和 它 在 人 遇 训 各 的 并 , 莉 下 还 要 来 | 26 的 人 因为 O 洒 位 单 孜 可 以 证 
风光 0,9 的 全 部 改变 的 总 和 是 2, 证 明 可 在 拓 站 学 数 得 书 中 找到 ， Rh dd 
边 的 改变 ,我 们 有 | 091 写 m 一 2w、 二 是 " 


定理 11,18 Gauss-Bonnet 公式 设 C 荐 类 尖 3 的 曲 而 的 一 个 华 标 昌 面 片上 的 0 类 


1 基本 内 容 {a9) 
典 线 儿 边 形 ， 假 设 口 有 正定 向 且 它 在 誉 标 曲面 片上 的 内 部 是 单 巡 通 的 , 则 
|iwest {| R28 —2% Do, {11..29) 
避 i 


湛 中 是 沿 口 的 测 地 曲率 ,及 是 0 与 它 的 内 部 的 并 ,下 是 Gauss 曲率 和 am 是 口 的 外 角 . 
例 :11.20 假设 C 由 构成 一 测 地 三 角 形 的 三 条 测 好 力 组 成 ， 因为 在 C 上 ,一 0 
Gauss-Bonnet 公式 变 成 
HR 2 


. EE 
车 局 王 ou 6 呈 二 2, 3, 表示 三 角形 的 内 角 , 如 图 11~ 中 所 示 ， 
则 : : ， 
本 f 有 
本 Eds-Bp 和 | , 
对 于 半径 为 @ 的 球面 , 区 二 1/a2, 公式 变 为 
Eat 40, 


其 中 4 是 浏 地 三 山形 的 面积 ， 淹 及 一 一 1 伪 球 面 ， 如 宫 Bm 4 斑 是 笨 地 主角 形 
内 角 和 大 于 .小 于 或 等 于 x, 取决 于 Gauss 昔 率 是 正 的. 负 的 或 0. 

我 们 现在 假设 忍 是 紧 致 ( 闲 的 和 有 界 的 ) 和 可 定向 曲面 . 可 以 证 明 这 样 的 曲面 可 用 有 
限 个 区 域 壤 , 区 和 了 村 六 ,其 中 每 个 ,由 曲线 多 边 形 0, 和 它 的 内 部 到, 组 成 ,车 任 意 


而 个 到 严 接 ;它们 或 者 有 单一 的 发 共 边 或 者 有 一 个 公共 的 顶点 ,其 甸 11-28 记 未 ， 材 族 
{BB 6 一 + 提亲 为 的 多 边 形 学 解 ， 特 别 地 ,车 取 定 一 定向 ; 别 存 寿 一 个 由 正定 向 多 边 
形 组 成 的 多 过 形 分 解 ,使 得 在 征 念 两 条 措 接 的 浪 上 定向 是 相反 的 , 如 图 秆 “9 所 杀 、 


图 31-93 = 
现在 车 把 GQauss-Bonnet 公式 应 用 到 这 样 一 个 覆盖 的 每 个 多 边 落 以 上 , 我们 有 
jmast|[ Fis-2n ht FB 


其 中 而 是 0; 的 边 数 , Bu 一 “一 wy 如 上 例 ,是 在 一 个 顶点 的 内 角 ， 租 拒 上 面 的 方程 对 所 有 多 
地形 D 求 和 , 图 为 狂 一 条 边 在 所 求 和 中 用 站 反 的 定向 密 盖 两 次 ,可 们 有 1， : 
* 了 [| .we]-o， i 


人 


Teo] 第 + 一家 上 内 获 几 何 . 
于 是 1 
有 Fl tl dt 


其 为 每 条 边 在 和 Bn 中 出 现 两 次 , 并 因为 每 个 硕 点 给 和 为 丈 p。 添上 2x，: 最 后 我 们 有 公 


式 
xes- 2m(cs 一 muo)， 1 1.28) 


其 中 asm 是 分 解 的 多 边 形 数 ,a 是 边 数 ,oo 是 顶点 数 ; 积分 出 区 8 称 为 8 的 全 曲率 ， 


作为 上 述 方程 的 第 一 个 推论 , 我 们 看 到 % 二 0 一 4 十 后 仅 依 毅 于 曲面 而 不 依赖 于 曲 刹 的 
多 边 形 分 解 , 它 称 为 曲面 的 Euler 示 性 数 ， 而 Euler 示 性 数 在 明 面 的 一 一 双 连 续 映 射 下 不 
变 , 因为 直观 上 勤 然 曲面 8 的 多边 形 分 解 映射 到 它 的 像 的 一 个 有 册 样 多 的 多 边 形 、 边 和 顶点 


数 的 多 边 形 分 解 上 ， 因 此 对 于 这 样 的 紧 至 可 定向 曲面 , 全 此 率 | | 28 事实 上 是 拓扑 不 变 
- 
量 . 


我 们 把 方程 ( 革 .38) 正 式 叙 述 为 
定理 11.198 Ganss-Bonnet 定理 若 六 是 0 类 可 定向 紧 致 得 面 , 则 ，.: 


fa 2mx(s), 
， 


NT 


图 195 、 图 11-26 
其 中 怕 是 六 的 Gatss 昌 率 ， YX) 是 号 的 Boler 永 性 数 ，， 、、 
例 姑 .11 (a) 考察 图 11-25 中 球面 
的 一 个 多 边 形 分 解 , 它 由 4 个 多 边 形 , 6 条 
边 和 4 个 顶点 组 成 。 于 是 球面 的 了 uler 示 
性 数 是 2， 由 方程 ( 坟 .28), 球面 的 全 上 曲率 
是 dm. 
Qh) .在 图 革 ~26 中 我 们 看 到 环 而 的 多 
这 形 分 解 由 4 个 多 边 形 。 8 条 边 和 4 个 顶 
点 组 成 ,于 是 环 面 的 Euler 示人 性 区 是 0, 全 
她 率 世 是 0. 
人 环 面 是 有 一 个 环 辆 的 球面 的 例子 〈 晶 问 题 二 .80).， 如 图 11-27 所 示 ， 有 有 而 个 环 林 
犁 球 闸 可 以 用 有 一 个 环 柄 的 球面 沿 其 一 个 多边 形 附 贴 上 -- 个 环 而 的 方法 得 到 ， 这 使 得 再 个 
他 柚 总 的 多 边 形 数 减 去 83， 总 的 边 数 减 去 那个 多 边 束 的 边 数 ， 总 的 顶点 数 减 去 那个 多 边 形 


11-27 


§11.2 问题 及 其 解答 [36 了 


的 顶点 数 。 园 为 一 个 多 边 形 的 边 数 与 顶点 数 相 同 , 所 以 有 两 个 环 杭 的 球面 风 Baler 示 性 数 
是 一 2， 一 般 地 用 加 一 个 环 柄 到 有 卫 一 革 个 环 柄 的 草 面 上 得 到 的 哆 面 的 Buier 示人 性 数 比 原 
来 的 曲面 的 Euler 示 性 数 小 2.. 于 是 有 了 个 环 柄 的 曲面 的 Boier 示 狂 数 的 公式 症 X 一 8 
亿 一 五): ~ 


ge 问题 及 其 解答 


1. 曲面 的 映射 


11.1 证 明 曲 面 S 到 曲 珀 8* 的 正则 可 微 映射 是 8 到 8 的 这 续 器 射 .1 

证 ， 假设 Po) 一 忆 是 上 一 点 ,8《( 了 Pi) 是 的 任 一 邻 域 , 据 定 理 坟 :1. 的 系 ,存在 
如 上 包含 Po 的 曲面 片 D, 在 其 上 于 是 连续 的 。 于 是 存在 一 邻 域 8,( 了 Po) 使 得 对 于 58.,( 了 Po》 
ND 中 的 P, 有 了 (P) EB,(Pi).， 由 问题 8.18, 对 于 有 曲 画 久 的 是 面 片 石上 任意 一 点 Pu, 存 
在 一 邻 域 56, (Po) 使 得 56.CPo) Sc.D. 于 是 对 于 (Po) 由 8 中 的 PP, 其 中 8 一 min (85,8,)， 
有 了 P 卫 在 SPo) 几 DD 中 , 因此 所 P) 在 8S,(P8) 中 , 由 此 得 出 了 在 了 连续， 因为 Po 是 任意 
的 ,所 以 子 是 辟 到 全 的 连续 映射 

11.2 证 明 车 了 是 8 到 8S” 的 正则 可 微 映射 ，g 是 名 到 号 ”的 正则 可 微 英 射 ， 则 复合 
映射 gf 是 8 到 8 的 正 珀 可 微 哑 射 . 

证 ， 设 到 一 (it 是 入 上 定义 在 避 上 的 一 个 坐标 曲面 片 , 要 求证 表 

go) Lu, 0)) 
是 8” 上 一 正则 参数 表示 ， 因 泡子 是 尽 到 并 的 正则 可 微 瞻 射 ， 由 定理 二 .1, 对 于 要 中 组 
一 点 (w, 2) 存 姓 一 个 分 域 'S(w, .wv), 和 使 得 对 于 8(%, 9) 中 前 (ww 人 人 一 0)) 是 8* 上 
一 坐标 曲面 片 ， 因为 乡 是 妨 到 8” 中 的 正则 可 微 映射 ， 
(Cu 0 gf LY, 0) = (gof ) (lu, 9)), 
对 于 SCw， 人 起 中 的 (w，%)， 是 局 "上 的 一 个 正则 参数 表示 ， 因为 (w, 0) 是 避 中 任意 一 点 ， 

Ww" 一 (gof)(w(w, 吕 )) 是 人” 上 定义 在 如 上 的 正则 参数 表示 ， 证 毕 . ， 

二 -3 设 了 是 如 到 7 中 的 映射 ， 使 得 对 于 及 的 一 个 坐标 梧 ; 画 片 藻 中 的 每 个 全 标 晤 面 
片 史 一 (0 9), 瑞 射 w" 一 了 (ww 4)) 是 0" 类 的 正 刚 参数 立 示 证明 守 * 一 天 (2(u, 9)) 对 
于 占 上 所 有 坐标 曲面 片 % 一 (wj Vv) 是 0” 类 正 侧 参 数 雪 示 ， 因而 了 是 8 到 的 C 燃 正则 
可 微 映 射 . 

证 ， 设 wz(t 四 是 B 上 定义 在 本 上 的 任意 坐标 曲面 片 要 证 明 ge ee 多) 六 
是 8 上 的 正则 参数 表示 , 设 (w, 0) 是 如 中 任意 一 点 , 卫 是 =we(w，2) 上 对 应 于 C(x，5) 和 的 
虑 ; 设 w 一 V9, 乡 ) 是 基 中 一 包含 了 的 坐标 曲面 片 ,出 定理 8,8, 人 一 各 (2 巷 与 w=y(8, $$} 
的 交 是 及 上 定义 在 包含 (ao 2) 的 开 集 下 上 的 曲面 片 ,在 其 上 6 一 8(w, 9), $ 一 下 (Ww， 们 是 一 
个 允许 参数 变换 .因为 w' 一 扩 w(w, 9)) 一 了 (gCOkw, 从, 或 必 0)), 其 中 到 四 3 是 正 
则 参数 表示 ， 因 此 2 一 了 (ww 由) 是 定义 在 琴 上 的 正则 参数 表 去 ， 因 为 (u 四 是 可 中 和 任 
意 一 点 , 因此 wx" 一 了 (w(w, 2)) 是 定义 在 如 上 的 正则 参数 表示 . 

妞 .4 车 了 是 曲面 六 到 其 面 信 上 的 还 则 可 微 映射 , 证 明 沪 -是 ,8 到 旦 上 的 正则 可 微 
软 射 ， ， ' 

证 ， 设 2 一 ww, 区 是 部 欧 定 义 在 口上 的 华 杯 曲面 片 ,要 讶 明 :w 一 J7(w"(w，)) 是 
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忌 上 的 正则 参 雪 表 示 ， 和 前 一 问题 避 样 ， 只 要 证 明 字 一 入 -Cu 9)) 对 于 召 中 任意 一 点 
(的 某 个 邻 翅 是 正则 参 数 才 示 . 令 P* 表示 (w 只 在 w" 一 or(w, 0) 下 的 像 , 卫 是 2" 在 
大 下 的 橡 ， 现在 设 ww(9, 内 是 凡 上 包含 卫 的 坐标 曲面 片 ， 因 为 少 是 好 到 有 的 正则 
可 微 贞 射 ,w" 一 w"(8, 由) 一 站 (w(9, 中 )) 是 8* 上 包含 PP 的 正则 参数 天 示 , 由 定理 圭 尘 我们 
可 以 假定 w" 一 w"(6， 如) 是 一 华 标 遇 硬 片 由 定理 8.3., 在 8 上 的 从 标 晶 而 片 2 一 w"Kw,o) 
和 ww* 一 w*(9, 四 ) 的 交 是 包 合 P* 便 守 认 央 -在 其 上 9 一 愉 0)， 罗 一 由 (w，9) 是 色 许 参数 变 
换 , 轩 而 在 交 上 ze 一 or(u 0)) 一 w(0Cw, 0)， 四 (ww ) 是 咏 上 网 正则 参数 表示 , 证 毕 ， 


2, 等 距 了 映射 


11.5 车 了 基 曲 画 避 到 曲面 如 上 上 的 一 个 等 下 隐身 证 时 和 是 站 入 上 航 一 个 等 中 
跌 射 。 

证 ,' 由 闽 题 坟 .4.， 了 1 是 gr 到 各 上 的 正则 可 微 了 射 ， 子 是 对 于 名 上 任意 0, 
了 《CD 是 六 LM, 且 因 为 了 是 妨 到 5" 的 等 算 映 射 ， ， 

TLIO = EFF ON ) ~LO), 

其 中 LO) 是 07 的 长 ,这 就 证 明了 玫 " 是 从 到 有 上 的 一 个 等 距 ， 

11.8 狂 明 定理 寺 .4 其 面 土 挫 点 了 到 点 的 内 获 距 离 DF 全 满足 : 

(1) D(P, Q) =DQ, P); 

(i) DlP, BY<DP, Q) + DO, BR); 

0 TDP 8Q)>0, D(P, 8) 一 0. 当 且 仅 当 了 一 &. 

: (9 因为 从 卫 到 Q 的 正则 弧 0 的 长 (0) 不 依赖 对 的 定向 ， 对 于 从 卫 到 己 前 

机 有 和 O, 数 二 (CO) 的 集合 不 依赖 于 C 的 定向 . 了 是 刀 (CP, @@, 它 是 (0) 的 下 确 界 ， 
不 依赖 于 0 的 定向 ,所 以 DCP, @) =D(8, 卫 ). 

GD 因为 DCP, 8@) 是 从 卫 到 @ 的 弧 长 的 下 确 界 ， 对 于 全 总 #> 人 DD; 存在 从 一 到 外 的 正 
则 驱 O， 蕉 得 区 0OD)<D(CP，9)+e… 由 于 癌 样 理由 ， 存 在 从 Q: 到 音 的 正则 弧 0s, 使 得 
LO2) <D(Q, 局 +s， 现在 用 连接 Os 和 Ca 的 办 法 短 到 的 弧 一 般 来 说 在 妃 有 一 个 “ 揭 角 ”， 
因由 不 是 从 呈 到 甩 的 正则 台 , :但 是 可 以 证 明 存 在 一 条 从 也 到 巴 的 正则 卫 人 2, 它 无 论 怎 样 
不 好 也 只 环 地 是 稍 向 长 一 点 型 已 即 存 在 一 条 从 卫 到 及 的 骤 0, 使 得 

Sl “TOELONTFICON te 1 1 

因而 得 至 D(CP， BR)EI(O ELON + LON) roe DP, Q) + DY, BBs 
罗 为 。 是 全 党 的 ,我 们 有 ' . 


DP; RB)<DCP, Q)+ DQ, BR). 

CD 因为 工 (CO) 基 0 "对 于 酝 意 具 卫 到 Q 的 弧 ，D(P，9)>0， 落 卫 一 Q, 对 于 任意 
5>0, 存 在 一 个 拓也 到 全 的 正则 攻 0, 使 得 工 (C) <8. ' 因 为 对 宁 任 意 6 DD(B; Q)<L(0) 
8; 因此 力 0P,.8) =0。 反之 ,假设 DCP, 塌 一 0, 则 对 于 任 孝 s>9, 将 在 -- 焉 了 到 @ 的 驱 
C 使 得 试 O0 二 DCP， 鲜 十 ae， 但 臣民 更 离 lIP~Ql<L(O0), 因为 ?是 任意 的 ， 质 以 
IP-Q|=0 或 P~Q. 

11.7 设 了 是 曲面 8 到 时 醒 8" 的 网 部 等 虑 映射 ， 证 明 对 于 六 上 作 间 六 点 了 和 已 内 
获 距 离 卫 (PP, @)=D(F(P), f(Q)). 

证 : 因为 了 (PP, 驴 ) 是 三 与 妨 之 间 的 弧 长 的 下 歼 界 ,给 定 >0, 存 花 一 这 接 卫 和 日 的 
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红 0, 使 得 它 的 长 满足 TO EDP, QH 渴 设 C(O0), 因 为 #4 是 局 部 等 距 . 工 (0") 一 
五 (0), 于 是 
DOFCP), FAY SLO0N = HO) DP, Or 
因为 & 是 任意 的 , 故 有 i 
DCP) FO) DP := 
后 理 可 还 : DP, DEDCF PY), fF(Q)). : 
于 是 有 DOP, QO ~ DFCPY, FO). 

11.8 没 g~y(s, 0) 一 w(8)+o5(s)，v>0， 是 没有 拐点 的 自然 次 共 的 曲线 .一 (6) 
的 切线 曲面 的 一 支 ( 兄 问 题 8。 19) 乒 明 切线 曲面 上 每 一 点 的 一 个 领域 可 以 等 距 地 肤 射 到 平 
面 的 一 个 子 集 上 . 

证 ， 由 井 线 车 本 定理 ， 在 平面 wm 中 存在 一 曲线 的 自然 委 未 和 "一 or"(9]; 使 得 洪 w" 一 
w"《s) 的 草率 w*(8) 等 于 沿 ww 一 w(8) 的 曲率 。 在 惑 钱 曲面 上 纵 定 一 点 六 和 包 合 卫 的 一 个 举 
标 曲 画 片 ~8《s, 人 ,定义 这 些 标 委 面 片 到 平面 中 的 映 诬 对 为 

~ fy, ON FRR TvES)) (8) + wt" (8), 
其 中 恩 一 各 十 寻 一 + vw 和 全 二 和 是 连 针 的 ,县 | 护 X 纺 [Vw' 关 9; 因为 0>0 和 一 
**0; 所 以 了 是 正则 可 币 映 射 ， 自 定理 配水。 我 们 可 以 假定 包含 了 的 内 而 片 羡 名 小 ， 使 得 
于 是 一 一 的 。 现 在 沿 堡 标 曲 面 片 区 一 (sy 9) 有 
By (Eton): (Fi yr) 1+ vs ; 
Py (二 oo) (P=1, ortt™=}, 
在 线 =f(y(s, 呈 )) 一 2*(s) 十 or(s). 上 ,我 们 有 i 
: 一 0 ed Hr 
他 一 本 "多 一 车 
个 “一 zx ,所 以 卫 - 柬 ， R= 本 ,GQ 一 G9 出 定妆 二, 澡 ， 上 二 一个 等 下 
11.9 洲 玫 是 从 8 到 SY 上 的 一 个 等 跟 ，w 一 wf 是 各 上 一 册 而 片 证 明 pH, 
A，GmG; 其 中 再 .了 Q 是 wotu, ， 中 上 交 第 一 站 本 系 让 
下 (w(w, 七) 上 上 的 篇 一 基本 系数 、 

证 ， 设 (w 9) 是 vw 一 wb 。) 肌 定义 起 上 低音 -点 uc 2, teeb, 是 过 
(wu, 9) 一 任意 线 , 设 0 和 07 分 别 古 ,区 间 a<t<r 上 上 ,wmw( 四 ,vmv( 和 在 及 和 人 上 的 像 ， 
朵 为 了 是 如 到 总 上 的 一 个 等 距 . : 


LC05)-[Y 起 这 和 ay acon 


di gt 


[VY 党) +a 各 委 +e"( 归 》 
pan 特别 是 在 (w, 二 


了 ( 营 ) 十 2 党 时 + 4 (时 ) -下 ( 履 ) 十 2 -党 二 -ee 
但 基 过 (w，%) 的 曲线 一 w( 介 ，v 一 b( 引 是 任意 的 ， 所 以 上 上 述 方 程 窑 (u 0) 对 所 有 dw/ 
dw/ 氏 都 成 立 ， 因 此 在 (uw, 0) 有 加 一 如 ,万 一 J? 和 GG*、 因 为 (ww, 起 是 任意 的 ,得 证 . 
11.10 曲 而 号 到 曲面 8 的 正则 可 微 映射 了 称 为 共 形 的 ， 若 对 上 每 个 举 标 曲面 片 
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w 一 w(w, 二 ,存在 通 数 Ka 可 >0, 使 得 对 于 所 有 (ix 的 
B=AB", FarF 和 G=M", 

其 中 古 , ,在 和 到， ,G7 分别 是 必 一 Z(t, 人 和 "一 玫 Cu, ) 上 的 第 一 基本 系数 .证 
明 共 形 映射 保持 相交 定向 曲线 之 河 的 交角 ， 所 谓 相 交 定 问 曲 线 一 w( 由 和 一 E(7) 之 间 的 
交角 措 的 是 它们 在 交点 的 厢 疝 站 之 图 的 角 g 一 二 (ar ). 

证 ,假设 “一 w(w, 雪 是 包含 已 的 旦 标 晶 面 片 ,全 =z(xtD， 9()) 和 & 一 w(n(7), CC) 
是 各 上 在 了 相交 的 两 条 曲线 ， 在 了 分别 有 禄 向 量 oe 一 www 十 wwv 和 如 一 ww 十 woot'。 车 
5 一 入 (ww', 人 ), 则 由 衣 程 (9.6) 


0080— Ew + Fw +a) + 


Be ap A ) TB tI HAC) 
另 方 面 车 外 是 这 些 曲 线 在 及 的 像 o 一 wu 人 (Do(9) 和 各 Co(e)，《() 的 切线 
之 间 的 角 , 则 
oo08 一 Buy + Fl Fon 
[BI GN nr erp 
在 对 应 点 有 了 = 入 BB"; PNp®, GAG' ,所 以 cos8 二 bos 从 或 9 二 ;证 毕 . 

了 1.11 两 曲面 并 和 8" 称 为 可 贴 的 ， 落 有 一 个 从 吕 到 配 的 肌 英 的 连续 族 万 ， 0< 和 < 
二 从 得 (人 态 (8D 一 家 《区 六 (90 一 引 ，(iii) 对 于 所 有 入 映射 天 是 妨 到 天 (8) 土 的 等 距 映 
射 . 直观 地 说 只 和 人 "是 可 贴 的 , 若 8 可 以 连续 条 等 距 好 弯 到 8* 上 ， 若 太 和 A"* 是 可 由 的 ， 
我 们 说 8" 可 以 由 8 经 过 遍 曲 得 到 一 个 曲面 在 这 样 的 等 距 连 续 族 下 太 变 的 性 质 称 为 这 上 
不 变性 ， 显 然 若 尽 和 她 是 可 贴 的 , 则 它们 是 等 距 的 , 洪 送 一 般 不 裕 。 证明 一 曲线 的 切线 昌 
面 的 一 支 上 的 每 一 点 的 一 个 邻 域 可 以 弯曲 到 平面 上 《 见 问 题 这 .8): 

于: 设 8V -9(s， 0)=w(8) 十 viXs), o>0, 是 没有 指点 的 曲线 w 一 w(s) 的 切线 曲面 ， 出 
曲线 基本 定理 ,对 于 每 个 %, 0<%<1, 存在 一 典 线 如 二 zi(9, 有 曲率 x(s) 和 挠 率 (I 一 7(9)， 
其 中 2(s) 和 (8) 是 沿 w 一 wps) 的 出 率 和 撞 率 . 注意 ,光一 oo(s) 一 z(s), 且 光一 wafg) 是 平面 
曲线 , 因为 它 的 圈 率 为 0 还 疝 认 证明 wx(s) 关 于 和 是 连续 的 ， 现 在 考官 由 w 一 也 (9(s, 5)) 
一 wx(9) 十 os)，u>0; 确定 的 切线 萌 面 的 映射 .六 的 族 ， 如 问题 革 .8 那样 ,容易 验证 对 于 
每 个 无 是 切线 曲面 上 一 举 标 曲面 片 到 它 的 象 的 正则 可 微 映射 。 显然 不 (g(s，o) 一 
V5 内, 且 六 (te 0)) 是 平 硬 池 线 人 2 一 wr(s) 的 抛 线 生 式 的 平面 的 子 集 . 最 后 ,对 于 每 个 和 

‘Be (vo ) (2 = 1+ d= Fo, 
Bt) (TleFo, 和 Gv)e (Teml Ge, 
命题 证 毕 . 国生 1 ， 


3. 测 地 线 : 
匡 . 现 ” 解 方 春 (11.7), 确 定 正 图 包 


w™ Cusin coosd)ert 他 人 和 全 多 十 人 00 的 6 a 宇 器 娄 ,上 
0<w<r/2， w>0, 的 测 地 线 . 
解 ， BB 一 wu =l, FP=wome=0, Gmpoiemisine, 7 一 站 72 一 0 
也 一 一 wsin?w; T3g 一 1/w， 于 是 方程 (114.?) 中 第 二 式 是 


Ee — (2m) ou 电 . 


寺 霸 .3 间 题 及 其 解答 [28 抽 


令 4 -型 ,得 


二 以 有 1og $= 一 21og we 十 尼 或 dr 从 8 Ojwasin?g, 其 中 O=eFginsa、 因 为 8 是 弧 长 ， 


1-| 双 | - 一 |% 性 +w 虹 -p(w) + 27 邓 te (YE) 
和 (GF) rr). 
代入 69/ds=0fwu?gin’a, 得 ” 
‘dude ~、 Wn oe Oy gin e 。 
入 以 us/d0 = (1/O)u sn os ra in oe OR 
或 =Aseof(sino)0+B], 
其 中 4, B 为 常数 . 


1.18 证 表 0? 类 坐标 曲面 片 由 一 (tb 上 的 Op 关 自然 雪 示 旧 
WE(s) = mus), vs)) 
的 测 地 曲率 为 2 
CO TO EY 
-和 ) + 业 用 一 2 了] 机. 


本 
证 ， - 坚 -型 -om 再， 
k= 和 -se( 全 ) Tee( 宗 )( 客 )+e a 十 gs 党 二 aa， 、 


于 是 自 方程 (11.8)， 
wb, k, N) = (wo oe, (到 和 ee me N) 


+ lw ww N(R) (器 )+ [ao sw N)+2ao em NT 至 )( 到 


Te 
现在 由 Gauss 方程 
wm 一 了 lz 二 Two 二 
我 们 可 得 
《Po Tons N ) -The Ws, N ) TC, mw N+ Feo, N,N) 
=Th(w, ws, NN). ™ 


但 是 (Tw mo N) = (LeX Wo) :eee /le lene 
可 =V EATF, 

所 以 Co Woo NY TH = 了 

业 似 地 ， (wo mu N) -Th VEO, 2 


(ps Vw, N) = Th MA BG EY, 


Taee] 第 + 一 章 内 系 开 何 
(eu Vw, N)= Th VV BG-F, 
(rw woo N)= Th BG—E, 
(co am N) = — Ths VB- 
代入 上 述 x 的 方程 , 即 得 证 . 和 
41. 了 证明 定理 .8. O2 类 举 标 曲 置 片 必 =w 人 ww, 避 ) 上 一 03 类 粗 线 
， .多 一 和 (8) 一 和 (人 5)， (5)) » 
的 自然 天 示 是 测 地 线 当 上 县 仅 当 ws) 和 v0 式 足 
是 CU 人 1 = 
a +m (各) T2927 We (9 3 -0, 
窜 - 人 (本 ar 本 要 (本 
证 ， 我 们 知道 xp 一 "以 这 里 DD, 为 十 标准 还 交 组 :于 是 一 (9) 是 测 地 线 当 且 仅 
当下 - 品 =0。 因 为 尺 总 是 与 # 正 交 ,因此 ww(8) 是 测 地 线 当 且 仅 当 kw。 一 0 和 不 'V。 一 0， 
从 一 we(Gu/ds) 十 oldv/ds), 我 们 得 到 2 
= ut dy {ay -+20 台 相 更 人 网 J gy 
所 以 和 (6) 是 济 地 纹 当 且 仅 
dw dy 


‘kw CL DE 了 二 2(ormm 两 + (Low (至 2 


二 Core) E+ Co ~0, 


he + 2 (rw 于 (外 2) 


+ (Pu Bs) + (reszo) 各 


多 出 zw/6s*， 和 gw/ds, 并 利用 用 向 明生 等 式 
(axBb)lexd) =-(ae) bd) ad)(b.e), 
i 了 上 、 


ot 


得 到 等 价 的 方程 | 
BG Pr) Epo) Cex (EE)  、 


， 四 一 
x pooj oe) wer) ox wo), 


(2G— 1) — (Tu Xx Bun) ~ (eoxmn( 要) 


2eoxe) (ooxm 守 要 mxemtoxeo( 芝 ) 1 
利用 N= wux wo ] asX mol =— WeX w/v BE- EF, 


以 及 上 一 何 题 中 (dw; ww 译 ) 等 的 表 交 式 ,- 即 可 得 所 求 方程 . 
11.156 著 u(s) 和 w(s) 是 前 一 问题 中 的 微分 方程 交 解 , 它 使 得 在 菜 一 点 S=so, 有 


+ 


证 明 8 是 沿 曲 线 w 一 w(w(s), 9(8)) 的 家 笋 参数 


,向 柯 题 及 其 解答 [Se 


证 ， 由 痢 一 加 是 ,ute)， (是 所 述 散 分 方程 的 解 当 且 仅 当 向 基 满足 - 司 .ms-'0 和 
于 .w=0, 其 中 


dr Co 、 一 1 
ds 要 + 要 dads" 


上 述 条 件 等 从 于 :对 每 个 切 向 重 到 -了 7 9 但 是 
加 加 at 
-2 
因为 二 是 切 向 量 。 所 以 积分 得 |#|? 一 0 一 常数 ,但 在 8 一 so 
(的 +) 


~ Bo ee) +2po( 卫 和 ) (时) + (RP) -1 
于 是 全 = aw/dsl?=1, 和 了 电 有 证 毕 . 
16 着 一 w(s) 一 ww， 4(s)) 是 光标 肌 耐 片 人 一 了 (从 急 上 上 油 好 旺 的 自 名 吉 
示 ; 对 于 光一 (wv) 及 一 Blw), 六 =0 和 G 一 一 GO 证 明 如 co86~0~ 常 数 ， 其 中 
是 测 地 线 与 9 参数 雪线 4 一 常数 之 则 的 交角 , 即 ,0 一 一 (2 
证 : 从 方程 (10. 人 容易 计算 得 了 和 一 0, 7 Gu2Gi 了 和 一 0, 所 以 方程 ( 计 .7) 中 第 二 


式 是 

全 仅 品 -". 
因为 中 (时 )-9 吕 + 必用 
这 等 价 于 本 鱼 (Ga)=0, 汪 轩 才 


所 以 9 闻 一 0 一 和 常数， 利用 了 一 wv, 一 0, 我 们 得 到 
a a ”dd dN 4 : 
时 ~(%e 全 一 (%, tw -wim ， 
=|t| iz, lo08 Z(t rm) = VG od,. 
于 是 匀 奔 cos6 一 0 一 常数 . 和 
了 1.27 证 明定 再世 10. 着 一 (we 9) 是 类 这 2 的 曲面 上 一 坐 球 曲面 片 , 且 盏 一 BW); 
了 一 0 和 介 一 人 F( 习 ), 则 
( 主 )% 参 数 曲 线 v 一 常数 是 测 地 线 ; ; 
《二 ) wv 参数 曲线 4 一 w 是 测 地 线 当 且 仅 当 Hs(w0) 二 0 
《iiy 曲线 一 w(w 2( 中 ) 是 测 这 线 当 和 且 仅 当 


OV 百 加 2 
-了 CET du， 人 = 常数 
证 ， 人 由 方程 ( 寺 .6)，(40)an= 一 6 0。 所以 所 参数 由 线 4 一 常数 是 测 地 


线 . 


f298] 第 让 一 章 上 内 北 凡 何 


a .6)， (zw er 所 以 w= 是 测 地 线 当 且 仅 当 
“C0) = 0. 


Ga 和 还 有 ,办 为 等 于 缴 长 ， 


OC -2( 芝 ) Te 人 (全 ) 


Gv 
ds 


十 Yo 


代入 到- 人 给 出 


和 
名 ~ Ex 
于 是 寺 / 嘻 -+ 
由 此 即 可 得 证 , 

11.18 举 标 曲面 片 人 “一 wu， 称 为 Liouyille 曲面 片 , 车 加 =G=0D+ 玉 和 下 ~-0， 
其 中 也 仅仅 是 忆 的 函数 ,仅仅 是 的 函数 ， 沙 四 一 一 中 (wx(9)，9(9)) 是 这 样 一 个 曙 加 
片上 的 测 地 线 的 自然 表示 , 证明 

， Dsin?6 一 VV co8? 0=0, O= 常 数 ， 
其 中 9 是 测 地 线 与 尽 参 数 昌 线 0 二 常数 之 间 的 交角 , 即 9= 人 人 (t, ww); 
证 ， 这 里 


EC 一 J 多 和 WT) 一 了 3 一 一 7 一 并 2 


代入 方程 (11.4)， 并 全 “=—0; 


A 


1 
ao 看 dw du o_o 


de 

训 + 和 也 +0 和 笋 - 玫 加 -0 
eh A 
所 以 
加 [5 (本 ) -F( 芋 门 /可 六 +( 至 放 ]-c= 党 数 
现在 0c09 0= 让 六 -人 |e 站 
类 似 地 ， me 有 
因为 ， 等 于 缴 攻 ， . 

区 -= 全 - 本 rm 人 交合 放 


[本 门 -ee [+ 人 人 放 ] 


11.3 向 题 及 其 解答 ”L288] 


于 是 or-( 枚 ) [全 ) 全 站 
和 ab( 品 ) /全 人 过) : 
代入 上 面 的 (a)， 邯 可 得 证 . 


I1.18 Liouville 公式 ， 设 w~w(w, 中 是 类 之 2 的 曲面 上 一 举 标 曲面 片 ,参数 临 线 

与 4 参数 曲线 正 交 ， 设 “一 (8) 一 w(w(s)，w(s)) 是 这 个 华 标 曲面 片上 一 上 曲线 口 的 自然 志 

示 ， 又 设 1 一/|ws| 和 gs 一 2o/ 1wo| 是 参数 申 线 的 单位 闻 向 向 量 ，9~9Cs) 是 沿 O 册 

t 一 《eos 0)g1+ (sin 9)ga 确定 的 丙 数 ， 其 中 二 是 沿 C 的 单位 切 应 量 ， 正明 0 的 测 地 内 率 六 
xy— dO/ds+x1cos Ot xasinp, 

其 中 心 是 怪人 参数 曲线 的 测 地 曲率 ,xs 是 参数 曲线 的 济 地 曲率 ， 

证 : 灌 口 微分 ga, 并 利用 方程 4 蔚 .21), 得 
dg O01 du 十 有 8 dv _ dgs ds: du , dg as dv 


gs Bb ds Oo ds ds du ds dy 
_ gs BA + 强 加 O91 #1 
ds lw, dt ll 一 本 on Ot tsa 


sin 0, 
其 中 中 是 沿 鼠 参数 曲 0 v Sh 类 似 地 ， 


9 Ha 
ds ag 


沿 口 微分 并 和 用 上 述 结果 ,得 
天 = 二 = (cos 9) 人 一 (sm DEA 0 (gin 8) ga + (cog gs 


008 G+ 2 sin 9. 


Os woes Qi ga ges 2 0 
Ga ooe (站 + 强 Jaoanar Gs an20+D 区 


其 中 可 = 一 gusin 6 十 Jscos8， 由 方程 (过 .2) 和 和 


sg -gaga ~ Sa - 
Wie 01 es 2 0, 


我 们 有 
wk U=k:(C—gsin 0+ga 60"0) 


-=(g9sB:) omer {go Ba:) onsing 
-人 (人 a) sins be08 0— (gr 人 ) snt9+ 蝇 . od 


景 后 ,我 们 注意 沿 参数 曲线 的 测 地 曲率 为 


mg dg 
利 沿 4 参数 曲线 是 4 轩 
二 一 a 和 本 
Xa gy ss , i 
并 因为 ga"ga=0 又 有 
mm -1° 站 和 #s=3* we . 
于 是 wo dO/ds+ ni oo +s Cog sin -x3 sin? oosd+ xamins 


得 证 ， 


Ta7o] 第 十 一 章 内 划 睛 何 


4. 测 地 坐标 


开 . 驳 设 一 wacj2， 是 类 >>3 的 曲面 上 的 C? 类 瞻 线 o 8 设 一 w(s, 为 是 从 
C 出 发 且 与 0 正 交 的 衣 然 表示 的 测 地 线 艇 ， 即 (0, 办 一 汉人 和 ws(0， 从 'w( 的 D0， 证明 

存在 5> 和 ,使 得 和 一 Wi(s 下 ,对 于 一 se<s<a 和 Gtijxb, 是 0 类 正 刚 参数 表示 . 

: "证 设 卫 是 0 上 任意 一 点 ,一 各 (w, 是 包含 也 的 举 标 浊 面 片 . 设 v=), v0( 人 
态 参 数 平面 中 一 曲线 , 它 在 .了 ,的 每 个 邻 误 中 被 映射 到 0 上, 并 设 w=ws, 提 , ow gs 疏 是 
映射 到 测 地 线 族 一 w(s, 从 上 的 曲线 族 ,. 由 定理 术 .8.,1 对 于 所 有 名.z(s, 从 ,42， 合 是 微 
分 方程 ( 坟 ,7) 的 满足 初始 条 件 ，. 

w(0, PTWo(, 140, Dm), wl0, DD EF, 
Val0, HP) — nC) 
的 叭 一 解 , 其 中 二 (的 ，9 昌 是 Ca 类 的 ,并 由 下 列 方程 唯一 确定 ， 
(i) EE?+2FEnt Gm 
GD 五 239TR (Et 种 )+ go 一 0; 
二 duo/dt 
(1) | Ovo/ ot |>。 

方程 中 表明 在 初始 时 |w,(0， Da 方程 (党 表明 coa(z(0, v)，gx/86) 一 0, 即 测 地 线 与 
C 正 交 ; 而 方程 (1i) 奖 定 测 地 线 % 一 w《s, 4) 的 定向 , 注意, 因为 测 地 线 与 0 正 交 , 这 行列 式 是 
异 于 零 的 . 而 从 微分 方 逢 的 解 依 闵 于 初始 条 件 的 定 更 , 得 出 函数 ws， 从 和 民 s, 介 在 0 前 
某 个 邻 域 中 有 连 绕 的 二 阶 导 数 ， 而且 Jacob 8(w, 人 /8Gs, 5) 在 0 的 一 个 邻 域内 异 于 零 ; 因 
为 它 是 连续 的 且 府 (0, 站 


Blu, o)| (0, #) (0, £) IE du/at | 
oo | wc0, #) ,00, | | dos/as 4 
二 是 在 点 卫 的 一 个 邻 城中 函数 到 一 2(s, 月 一 wufs 提 , v(s, 四 ) 是 02 类 正则 参数 表 东 , 因 
局 是 紧 致 的 ,存在 8>0, 使 一 w(s, 四 ,对 于 一 8e<s<u 0<t<2 是 0 类 正则 参数 天 示 ， 
11. 嵌 证明 存在 。>>0， 使 得 在 类 之 8 的 中 而 上 一 点 卫 的 调 地 极 坐标 系 一 ~《r, 的)， 
对 于 0<y<a 一 eo<9<o0, 是 005 类 正则 参数 表示 ， 它 把 0<r<e， 0<0<2m 一 一 地 映射 
的 个 去 心 分 域 上 ， 
: 设 w 一 wtw, 雪 是 包含 五 的 剑 标 曲面 片 ， 使 得 (0， 0) 也 扫 到 也 在 忆 有 .w= 和 
wo=9a， 其 中 1 和 9 是 标准 正 交 切 向 量 。 并 县 可 根据 它们 来 度量 4. 注意 ， 在 了 ， 吾 一 
ev We 一 Fp 0, 和 人 一 wowo 一 1。 现在 对 子 坐 标 曲 面 片 g 一 如 (ww 0), 考虑 微分 
方程 (11.7) 


wt TH) Tit Th )?=0, 


(a) w+ FCW) Thy + Th ) 20 - 
有 初始 条 件 
{by (0) =0; vO =0, w (0) = & (0) = 


由 微分 方程 理论 ,对 于 所 有 多 宕 1 一 0 的 一 个 令 域 存在 一 个 叭 一 和解 (5 四 ，e 全 车 他， 
它 关于 & 9 有 连续 二 阶 导 数 。 因为 方程 对 于 二 阶 导数 和 两 个 一 阶 学 数 的 积 是 线性 齐 次 


村 1.3 问题 及 其 解答 [271 


-的 ， 所 以 对 于 性 意 解 w C58; ), oC 办， 国 煞 WCG9 PE py vs 1， pm)， 其 中 =-F3， 
对 二 足够 小 的 ps， 也 是 微分 方程 的 解 ， 它 满足 初始 条 件 soa eo=0,， ao 一 oo 一 0， 
th lo=0 ls0=pE 和 加 6 一 oo 王 p。 i, wb €, Dd; pé, pn) 和 vt, ,= 
Si os, PD ， 特 别 地 , 当 8=1, 有 %G 6 一 w(l; p86, p9) 和 凶 太 和 ,办 二 9 开 ,p9D)， 我们 
现在 令 %=pt,， y=pn， 并 考 碟 参数 变换 w=w(w, ,9 == Cv) 及 其 中 oo, 几 一 
xz 2 WO VY, Weyl, s, ). 上 述 变换 把 zy 平面 的 原点 的 一 个 邻 域 映射 到 ww 平面 
的 原点 的 一 个 邻 域 ， 由 微分 方程 和 初始 条 件 , 有 ww(0, 0) =0 和 wl0, 0) =0， 而 且 在 i=0， 
z 一 9, yg 一 0, 和 所 有 #7, 我 们 有 Ee 
Et =m Wy E+ Wn, Pe n, 

所 以 歪 一 1 起 一 0, 叱 0 和 吕 一 1 因而 Jacobi 

Eee 人) | _1 

Bo o (0,0) ™ 
因为 Jaco 最 连续 的 ， 它 在 人 的 的 一 个 邻 域内 异 于 堆 ， 于 是 wm me (也 »), vw (wp, 9) 是 

类 允许 坐标 弯 换 ， 它 把 wy 平面 原点 的 一 个 邻 域 一 一 地 陕 射 到 wv 平面 原 虚 药 一 个 使 域 
和 我 们 现在 考虑 映射 多: 一生 "(%, 9) 一 和 (2 入 ,2*(z V))， 它 是 曲面 上 PP 的 一 个 邻 域 
中 的 C? 类 坐标 曲 南 片 . 它 把 C0， 四 跌 到 卫 上 , 称 为 宇 户 的 一 个 六 iemann 法 毕 标 系 ， 和 容易 
.验证 在 王 有 一 2， ww? 二 ww; 于 是 在 了 有 Bi 一 0, G* 一 i. 

最 后 , 令 $ 一 00s 名 和 wm 一 sin 中 ,于 是 opeos 中 和 y 一 psin 轴 , 考 不 函数 和 一 2"(p， 办 ) 
Cp eos 四， psin 中 ,显然 名 一 你 p, 由) ,对 于 0<p<s 和 一 co<%g<co, 是 中 类 正则 参 
数 类 未 ， 它 把 0 之 p< 之 8，0 志 $<2w 一 一 地 映 壬 到 了 的 一 个 去 心 邻 域 上 ， 因为 对 于 这 些 p， 
$B, 2—p e089, gpsin 纹 在 呀 平面 的 原点 的 一 个 去 心 邻 域 中 是 一 一 的 ， 勒 下 要 证 明 z 一 
《po 有 ) 确 实 是 给 定 的 测 地 和 极 符 标 系 , 即 2"(r, 8) 三 zw(w, 9)。 对 于 固定 的 和 ,我 们 有 

Pw"(p, po) LCpoos po, pein $o), 2" (peospo, psingo))， 
其 中 MKpe08 各 ,psi 四) 一 zl poos po, psin bo) —s(p; 00s $o, sin 和)。 
类 似 地 ， vp eos fo, psin po} = ps 05 po, gin bo). ,. 
但 是 尺 和 ov 是 微分 方程 (8) 满足 初始 条 性 (b) 的 解 , 且 在 初始 时 有 
BN)?+ Fy 十 从 (六 一 各 十 请 一 San fot 008 go 一 1, 
狂 此 w= wp, oo) 是 过 卫 滑 切 向 量 

Pu 08 Bo- Wo sin bo ~ 1 C08 fot ga8in bo 

方向 的 自然 表示 的 测 地 线 ， 因 这 些 测 地 线 是 唯一 确定 的 , 所 以 we*(r, 9) 三 x(r, 四 ,证 毕 . 

和 .器 证 明 在 卫 的 一 个 Remann 法 坐标 系 的 第 一 基本 系数 的 偏 导数 在 卫 为 替 .. 

证 : 设 w=w(z, yg ) 是 在 卫 的 一 个 Riemanmn 法 沧 标 系 , 出 对 于 每 个 gb 和 z# 一 hoos6u， 
Yrsin 名 ， 曲 线 w=w(7) 一 (2(r?， 扣 )，y(7， 的 )) 是 过 了 的 各 然 素 逢 的 测 地 线 .;. 于 是 
7， 名 )，y《?，00) 满 足 


妨 名 


5 


s+ Tho) toTlry+ Ty)’=0, 
y+T? C5) ++ 2T bey + TY) m0, 
下 为 6- 量 (roosg) 一 ooggo 5 2=0, 9 一 sin 和 为 和 少 一 包罗 此 
Ts 608: Ou -+ 2T'is cos Po sin Bo TEs in bo =O), 


72 第 十 一 章 内 到 几 何 


Ti e090o+ 2T'3ac08 osinGo + TE sp 名 一 0 
但 在 了， 上 述 方程 对 所 有 bo 威 立 , 所 以 在 卫 , 了 ==0,: 对 于 所 有 名 有 一 2， 我 们 还 知道 
在 了 ,及 ~ 人 ~ 五 ~0、 所 以 由 方程 (10.4), 在 卫 有 


人 于 瑟 -0 7 于 函 -0， 碟 - 计 CPi 一 Ga 
0 
于 是 问题 得 证 . | . 

11.23 证 明定 理 11. 18; 车 ww 一 wr 全 是 在 一 一 个 足够 高 类 的 曲面 上 一 点 了 的 测 地 极 
坐标 系 , 则 

i 0), 

其 中 lim( Bs, 印 /r) 一 0, 天 (也) 是 在 了 的 Gauss 曲率 . 

证 ， 设 X=w"(w，' 丰 是 在 的 Riemann 法 坐标 , 则 对 于 +>0 和 尾音 的 棉 形 四 < 之 
名 ,这 里 不 炉 谈 名 一 < ?一 7 cos9,y 一 ?sin 自 是 多 许 举 标 变换 ， 由 方程 (9.3) 

GB' (m0)242p"wyet GB = ra DB" sin2p —2p" ind ood + G" e086) 

由 前 一 问题 , 在 了 有 印 =G' 一 ]， 扩 ~0， 避 一刀 一 记忆 一 GG; 一 G9 一 0， 利 用 这 个 结 暴 
易 计算 得 
(8) lmVG -0 和 jim 
2 


2 


再 夫 方 各 (1. 11), 我 们 有 


一 一 VG 第 分 此 式 得 


FV NG OK /Fw. 
a FE -v9 
于 古 利 用 上 面 的 (&), 得 ' 
HVG ， 
(b) Tim m0 和 lim a ——K(P). 


对 于 每 个 9, 可 有 加 
VE VG) (YE + 1 8) + ME) Br 人 
所 以 从 上 述 方 得 (a) 和 (b). 得 汉 


MG=7—K(P)r+ Rr, 0), 
其 中 lm(R(r, 的 /7 0。 证 率 . 


5， 常 高 斯 曲率 曲面 

和 .2 很 设 羡 是 足够 高 类 的 财 面 上 一 个 玲 标 枫 面 片 一 w(w， 急于 前 一 个 区 域 。 忆 
中 单位 法 向 量 六 的 端点 构成 单位 球面 上 的 一 个 集合 忌 , 称 为 总 的 球面 像 . 证 明 恕 的 面 税 
与 吾 的 面积 之 比 , 当 五 收缩 于 了 时 , 趋向 于 在 点 王 的 ] 羡 |。 


证 ， 由 方程 (9.8), 坐标 曲 闸 片 的 曲面 商 积 元 是 
dR-V EG—Fidudvu |wyx eldudv, 


' #11.2 问题 及 其 解 等 [0 
球面 像 的 曲面 面积 元 是 48 ~ | Rsx Nojeuao, 由 问题 9.18， 
[NxNi=|EK||% x Yo 

于 是 4R'/dB~| 民 | ,命题 得 证 . 

二 ,中 一 直 纹 面 ( 见 问题 8, 公 称 为 可 故而 ， 阁 它 的 切 曾 沿 每 = 母线 是 不 烽 的 ， 证 明 起 
效 画 一 () 十 29(9). [gbs) 1 一 1 其 中 一 yl3) 是 自然 表 孙 的 庆 曲 线 ; 为 员 届 的 克 要 条 
件 是 (@, 9, 的 =0， . 

证 ， 在 母线 各 一 wtse，2) 上 一 点 的 切面 由 向 量 om 0 o> 
一 和 (50) 张 成: 在 v0, 有 向 量 ms 人 so 0) 一 站 (so0) 和 eo(i; 站 和 “和 80) 一 wokso: 风 5 因此 切面 
沿 母 线 是 相同 的 , 当 且 仅 当 三 个 向 量 罗 +o8、9 和 和 六 线性 相关 , 即 汪 县 仅 当 
QO=[(y+00), g, Dx +0) 9 
~ X99™ oY, 9, 的 
-命题 得 证 ， | . . 

11.26 设 w=y(s) +vy(s), gCs)| =1, g<s<b, 是 可 展 星 曾 . 证 明度 间 a<s<BbHT 
以 划分 为 子 区 间 gs_ai<s<s, 使 得 在 每 一 个 子 区 间 上 ,明丽 是 平面 柱 面 . 锥 曾 夏 省 是 二 草 线 
的 切线 曲面 ，“ 

证 ， 由 前 一 问题 , 向量 功 g 和 乡 是 线性 相关 的 ， 于 是 存在 hts)， 本 (9) 各 有 (9 ， 其 中 
. 王 士 陪 十 梯 闪 0, 使 得 四 二 9 二 8 咏 =0， 现 假设 在 区 间 5 scsi 中， 且 二 0, 则 jg 十 有 六 
一 0, 其 中 而 十 形 交 0， 因 为 |g] 一 19" 一 0, 于 是 0 (bag 十 ha)g 一 halg1?、 记 以 和 二 0; 
但 和 二 0,， 所 以 9 三 0 或 g 一 常 向 量 , 因此 在 这 种 情形 曲面 总 平面 或 往 面 的 一 部 分 ， 现 假设 
在 st-1<s<st 中 加 六 0, 则 我 们 可 以 写 遇 入 =049 十 Os9， 基 中 Oi 一 一 ha/b4 和 O03 二 一 ba/ 有 i, 
现 令 护 一 一 O29, 则 六 一 和 一 0 光一 Gog 一 Cag, 其 中 Oo 一 0 一 Co 车 在 sra<s<a 中 .Oo=0， 
测 六 ~ 常 向 量 一 三 , 疡 以 曲面 民有 形式 zw 一 碟 +《v+Os)g， 而 这 是 外面 训 者 是 平生 的 一 部 
分 的 方程 ， 最 后 我 们 有 "一 Cag 和 在 s-i<s<s 的 某 个 子 区 间 中 O30, 则 y= 二 #7*/0s, 基 
询 曲 面 有 形式 多 一 y++vg 一 矿 十 ww， 其 中 尺 《bv 十 03)/Os， 谱 其 明 线 一 "82 的 切线 曲 
面 . 

了 1.27 证 明 没有 平 点 的 足够 高 类 的 得 面 有 常 为 惟 的 Gauss 遇 宁 当 峡 仅 当 邮 茄 二 每 一 
个 点 的 一 个 邻 域 年 可 展 的 ， 注 : 由 此 据 定理 11.17， 没有 平 点 的 丸 铝 高 燃 的 其 而 上 每 和 点 的 
邻 域 可 以 等 距 地 肌 射 到 一 平面 上 当 且 仅 当 昌 面 的 每 一 点 的 二 企 令 域 是 可 展 的 ， 人“ 
， ”证 ， 容易 直接 验证 平面 , 柱 面 , 能 面 或 则 线 的 切线 曲面 有 党 为 0 的 Gan 友 前 率 ， 于 是 下 
前 一 问题 ,者 一 曲面 上 等 一 点 的 一 个 邻 域 征 可 展 的 , 则 在 曲面 上 买 =0. 

关于 这 一 点 有 另 一 个 有 趣 的 证 明 ， 考虑 可 展 面 的 球面 像 ， 因 为 切面 洪 昌 而 的 母线 族 是 
负 定 的 , 它 的 球面 像 或 者 是 -点 (在 平面 的 情形 ) 或 者 是 一 条 曲 鳅 ,? 现 设 卫 是 项 面 上 二 点 , 且 
是 包含 点 卫 的 区 域 各 BB 是 的 球面 像 ， 由 问题 坟 .24 当 肪 收编 到 号 时 ， 在 了 汐 Gauss 
率 的 绝对 值 等 于 丽 的 面积 与 玉 的 疝 积 之 比 ， 但 可 上 加 的 对面 像 吕 参 一 条 俐 线 : 于 是 
对 于 所 有 总 , 吾 的 面积 是 零 , 所 以 玉 一 0 

现在 假设 在 曲面 上 羽 =0. 设 已 是 曲面 上 一 点 和 w—w(u, 凡是 包含 了 的 和 “个 从 标 向 


语 片 ， 因 为 种 二 知 =0, 我 们 有 IW- Me==0， 困 为 在 曲面 片上 没有 平 点 , 因此 每 一 点 是 


有 单一 的 渐 近 方向 dw;do 的 抛物 点 ,其 满足 


6] 第 和 一 案 内 区 风 : 何 
IT-Lar+aMaudo + Nov (Laut MV RA) 0, 

其 中 我 们 利用 了 I7 一 0 有 单一 的 壮 概 , 故 可 配 咸 一 小 平 廊 。 上 述 方 程 提供 了 一 个 在 卫 的 分 
域 的 单 参数 浙 近 线 族 , 我 们 假 普 下 它 为 x 参 数 曲线 "一 常数 . 法 意 在 锁 肛 点 , 渐 近 方向 与 主 方 
向 一 致 ,… 汪 是 参数 师 线 刀 是 沿 率 线 。 .现在 灌 这 些 曲 线 有 如一 0， .于 是 关上 上述 微 分 方程 ， 
MLdu=B. 央 为 Unit0 :一 0, 框 了 一 Ma=0, 所 以 还 有 双 =0。 因为 妈 参 数 明 线 覆盖 古 
的 一 个 邻 域 , 在 这 邻 域 工 = 术 三 0, 由 鸡 eingarten 方程 (10. 辐 ,得 出 玉 .=0, 于 是 丰 沿 每 
一 和 参 效 此 弘 是 常 各 量 、: 剩 下 要 证 明 参数 曲 弘 是 直线 ， 因 为 它们 也 是 曲率 线 ， 我 们 从 
Rodrigib4 公式 有 以, 一 一 时 6， 轩 为 入 一 0, x 一 0, 于 是 卫 的 部 域 是 以 忆 参 数 曲 线 为 母线 
的 可 展 面 , 沿 母线 , 切面 是 较 定 的 :i 

11.28 证 明 曲 面 守 

Tm (L080) et (usind)est (10g) es, 4>0), 在 (2 全 与 幅面 

T= (W008) et (Cu" sin te >0, 

在 ru 针织 有 网 检 的 Ganss 内 率 , 但 两 阳 面 套 等 距 ， 、 

证 ， 我 们 留 给 恋 者 去 验证 ， 在 wz 上 ,加 一 (十 De 7 0， Ge 去 - 一 TAKELP)“ 
和 在 上 ， Bl, 本 一 0 G1+ 2», EF’=—1/(+ (0) 于 是 曲面 在 对 应 点 有 网 
详 的 Gauss 曲率 ， 现 假设 曲面 是 等 虐 的 , 则 存在 一 参数 变换 % 一 信 (8, 45), 6 切合 
加 在 对 应 席 BN, FP", 人 GGG" 各区 = “KK"， 南 真一 玉 * 我 们 得 到 14 (Ww) 一 + (3 
则 史 一 主攻 臣 好 -Ve 一 和 ,利用 第 一 基本 系数 的 变换 性 质 (方程 (8 2) 和 (9.8)), 并 假定 
= 寺 通过 计算 容易 得 出 委 落 变 谢 还 必须 满 尼 ， : i ， 

a) 十 (Lh) 31/ Cb) FO=0 和 

(0) + 多 一 吧 。 
。 因为 ww 不依 颊 于 反 0. .因为 一 定 要 有 人 (9, w/a, 办 0, 让 一 各 有 信 0， 所 
以 由 方程 (bb 一 0， 但 这 不 现 能 满足 fa)， 定 更 得 证 ， 


中 高 斯 - 孝 尼 特 定 邓 


对. 千 ， 确 定 精 加 而 的 全 出 素 . 

解 . 燃 贺 硬 同 凸 于 球 而， 斥 以 机 加 而 的 全 素 入 于 球面 前 全 朋 认 4. 

也 .30 确定 图 128( 失 所 示 划 面 的 作曲 来 。 ， 

, 秀 如 明基 -38( 功 和 (所 未 这 亏 而 同 且 于 和 三 个 下 本 的 球 出 ， 夫 公式 2- 由 ,其 
中 了 是 表面 的 环 柄 数 ( 兄 全 匡 ,1 ， 草 面 的 全 曲率 是 ,3mz 一 一 8r， 


国 和 - 四 
图 “128 


14.3 问题 及 其 解答 [2495] 


图 1-29 


对 ,和 1 对 于 边 为 O01; 0 一 训 的 一 /4 0<tm/2 Oa: dm/2, p=t, Wm/4EtEN/D: 
Oh: G—m/2—b, Bm/3, Deter/s O06; 0 一 0, 中 一 wm/3 一 t，0&t 虽 mw/4 的 多 边 形 在 半径 
为 工 的 球面 . 

人 一 《cq8 0sin et (sin Ggin $)est Co08 PEs Lv 
.上 的 像 , 见 图 11-29, 直接 确定 Gauss- Bonnet 公式 的 所 有 各 项 . 
解 ， 这 于 上 ~ginp,， 0, 从 = 和 Gauss 曲率 玉 一 1 所 以 


(a) 站 ze- -jv Faddp-[ [sn ges] eV/4, 1 
直方 村 (5.6), (K) wana 一 一 cot 四 得 上 
人 ga- 他 ctr /dV BY 人 Fa og (rr/ A) 起 zr 


—— wv /4. i | 
因为 Cs GOs 和 0, 是 测 地 线 ， i Fe et! 
fe -人 sme= f we0, 
于 是 四 a 本 人 “ger 
(Bb) EL ode -| 物 引 一 /J4 
最 后 ,因为 参数 昌 弘 是 正 交 的 ， i 。 


bP - 
11.82 证 明 一 省 西 若 站 每 一 点 的 令 城 中 存在 两 族 相 交 成 定 角 的 测 地 线 ， 则 有 常 为 零 的 
Gauss 曲率 . 


证 设 呈 是 曲面 上 任意 一 点 ， 是 由 油 弛 线 做 二 的 四 过 各 其 内 部 色 合 时， , 泣 用 
Gauss-Bonnes 公式 得 出 


| FE 08 ~2r— 六 ms - 


为 清二 相克 家 吕 m- 2 了 站 人 4 一同 为 PMR 因此 (P) 


二 0, 命题 证 内， 
舌 .38 证 明 在 天 <0 的 遇 旱 上 ,一 条 测 地 线 未 可 能 有 如 里 280 名义 的 归 大 两 条 


Tzr] 第 十 一 章 内 蔓 儿 本 


界定 一 单 连通 区 城 的 测 地 线 不 可 能 有 多 于 一 个 如 图 11-80(b) 记 示 的 交 虚 . _ 
证 : - 仍 设 存 罕 具 将 上 面 这 两 个 性 质 中 随便 一 个 的 测 闻 线 , 如 图 所 示 , 用 添加 烙 外 的 顶点 
到 测 地 办 上 的 方法 ,使 这 倘 种 情形 都 变 成 测 地 三 角形 ,对 于 它 , Gauss-Bdnnet 公式 是 


伯 基 68= 训 8= 屯 其 中 名 是 三 角形 的 内 角 , 严 在 这 两 种 情形 中 , 宫 Br>m， 这 是 不 可 
能 的 ,内 为 区 <0. 


Peps 


图 3-30 


8$11:3- 补充 是 


11.34 车 吕 是 紧 致 曲 而 ,是 妨 到 时机 辟 上 的 正则 可 戏院 对 证 明 全 是 紧 残 的 ， 

11.35 证 房 定理 址 :2 着 和 是 8 到 部 的 Er 尖 正 则 可 微 映 射 和 民 =w() 是 38 上 的 - 
全 类 正则 曲线 0, 则 w* 一 f(gw( 罗 ) 是 5S* 上 的 OF 类 正则 划 线 . 

11.38 证 明 球 面 到 平 区 上 的 球 极 平面 授 射 ( 见 例 所 .了 是 共 形 映射 。 ” 、… 

11.%7 证 明 曲 面 避 型 曲 而 如 上 的 一 一 正则 可 微 映射 是 入 到 58* 上 的 一 一 双 连 续 ( 拓 
扑 ) 映 射 . 

11.88 证 明山 商 8 到 曲面 S* 的 映射 了 是 局 部 等 距 的 , 当 且 仅 当 对 于 有 .上 每 一 个 从 标 
巾 面 片 w 一 w(t, 9?) 有 加 一 ,了 = 下 各 一 G0", 其 中 疏 了 了、G 是 ztu,v) 上 的 第 一 基 
本 系数 ,了 BG*、F* 是 和 一 et 4)) 上 的 第 一 基本 系数 . 

11.39 证 明 Monge 片 一 we ves+f(u, es 上 测 地 线 的 笨 分 方程 是 

(L492+ 9) pr pe + pi02 = 0, 
(2 gt 0 

其 中 Dfs, = Jo, 7 "fo, Sf, t~f or, 

11. 细 ， 疾 极 举 标 二 解 方程 (11.7), 求 平面 上 芍 测 地 线 、 

入. 错 证 明 方 程 

Gadr 
BIO 
其 中 7 一 2 十 asgin 风 的 解 是 环 面 
wt ssn) (con gel 十 (b+anng) (gin 0) es (oo 内 可 
上 的 测 地 线 . 
， 类 .和 名。 证明 Liowrille 曲面 上 { 见 问 题 11.18) 的 测 地 线 为 


tt.3 补充 题 党 9 


foo-0) -an +|V + -apr— 常 娄 ， 0 一 常数 ， 
1.48 设 w--w(u, 号 是 关 >3 的 栈 面 上 的 坐标 轩 面 片 , 它 的 参数 曲线 是 正 交 的 ,证 明 
KR <- 一 (xp 一 (xp 中 


SE 
其 中 (xpz 和 (ms 分 别 是 沿 忆 委 数 认 红 和 4 8 数 线 的 测 地 凑 率 , 如 各 分别 是 小 参数 
申 线 和 % 参数 昔 线 的 自然 参数 . - 
11. 竹 设 P 和 & 是 有 测 地 坐标 的 坐标 蝴 面 片 w 一 “ww, 办 的 测 地 线 。 一 常数 上 的 两 
点 . 证 明 曲 面 片上 所 有 连结 了 和 @ 的 正则 殊 中 ,含有 三 和 @ 的 测 地 线 最 短 。 
开 . 屿 证明 施 转 曲面 4 
m= Guoos Pert Cuain Oes+F Co) Bn, pe 
其 中 Y= O008(v/a) + Casin(y/a) 
和 0 -VI Ya, : 
-对 于 所 有 Ca 0 是 正常 Gauss 曲率 及 一 /ea 的 曲面 O 和 Os 为 何 值 时 ， 赂 而 是 球面? 
”人 徐 : Ou=6, 0020 或 Of-0 0 
11.48 证 明 旋转 曲面 


w=u(oon ert ulsin des FE es, 2 


其 中 4 一 0iem*+0s0-* 和 fw) =|VI 一 (J95 疡 Gv， 是 负 常 Gauss 表率 区 = 一 1/a* 的 
盾 面 . 

11.47 证 明 

网 一 (tan hr/2)eos6)ert 2Ctan(r/a)sin O)e: 

是 双 曲 平面 在 原点 的 测 地 极 玲 标 系 , 见 例 11.9. 

11.48 “确定 双 曲 平面 中 从 原点 到 点 王 的 内 区 距离 ， 

答 :DD(0, P) =tanht1P|/2). 
了 .人 9 设 w 一 9(s) 是 没有 加 点 的 烙 线 的 自然 类 示 ， 证明 直 绞 本 wD ten), 
其 中 内 是 0 的 单位 主 法 向 量 ,是 可 展 而 当 且 仅 当 w 一 ys) 是 平面 前 线 ， ， 

11.50 证 明 可 定向 曲面 8 上 一 曲线 wy(s) 是 8 上 的 曲率 线 当 且 仅 当 直 纹 面 wx 一 
ys) +oN(e) 是 可 展 面 ,其 中 加 是 良 的 法 向 量 . 

也. 下 设 w=y(s) 十 v9(s), |g| 一 1 是 可 展 的 ,其 使 得 9 一 0, 设 (9) 是 人 Cg， 中， 
其 中 加 是 wm=y(s) 的 主 法 向量 。 证明 四 “一 2 其 中 人 是 沿 和 p(s) 的 措 素 ，:。 

11. 克 车 8 是 有 常 Gauss 曲率 下 及 人 9 的 项 面 ， 证 明 测 闻 多 边 形 的 面积 由 它 驳 内 角 确 
定 . 

11.58 设 0., n=1, 2,…, 是 一 测 地 三 角形 的 无 穷 序列 , 当 woo 时 其 趋 于 一 点 ,证 
明 

DBn—m 
ED) tm i 

其 中 妈 是 0, 的 面积 ,Bs 是 它 的 内 角 . , 

了 1. 玫 设 8 是 有 个 环 枉 的 球面 ,证明 在 已 上 存在 一 点 使 得 


T1278] 第 十 一 章 内 草 几 何 
(a) K(D)>0, 若 p=0,， (b) ECD) 盏 0, 着 p=1l，, (0) Kp) < p>1, 

了 1. 鸳 设 8 是 有 Gauss 明 率 玉 <0 的 曲面 . 设 了, Ps, Ps, 了 ,是 一 有 单 连 通 内 部 的 
和 地 四 边 形 的 顶点 ;“ 钠 各 对 边 Pa 和 ?PsP, 的 长 相等 并 垂直 于 第 三 边 政 疡 , 证 明 在 也 和 
已 的 内 角 是 锐角 . 

11.56 . 设 we 一 w(w 才 ) 是 测 地 级 标 系 ,其 使 得 公 参 数 是 测 地 线 的 自然 表示 , 证明 车 0 是 
曲面 片上 的 自然 过 孙 的 测 地 线 , 且 9Cs) 是 由 t 一 (cos0)g1 二 (sin 9)gs 确 定 鹏 函数 ,其 中 屿 和 
V2 分 别 晤 沿 避 参数 曲线 和 参数 曲线 方向 的 单位 向 量 , 世 是 0 的 单位 切身 量 , 则 沿 吕 ， 

网 Ce 


17 利用 上 一 问题 的 结果 , 对 于 一 测 地 三 和 江 ， 取 其 一 个 项 点 作为 测 地 极 坐 标 系 的 
中 心 , 导出 其 Ganss-Bonneg 次 武 ， 


» 


附录 工 曲线 的 存在 定理 


设 w 人 >>6 和 (是 0<s<e 上 实 到 数 ， 区 连续 重 效 ， 出 在 0<s<6 上 存在 类 曲 线 
人 一 地 (9)， 它 的 曲率 为 x(s), 挠 率 为 *(9)，s 为 自然 参数 ， 
证 明 ， 考 起 9 个 数量 函数 的 微分 方程 组 
在 二 98 
pe 
Bi 一 mr (dl1, 2, 8), 
给 出 初始 条 件 
hl (0) -0 0) =0, 
m0 m0)=l, nf0)=0, 
bi(0) =0, 1. BAO) = 05:83(0) =1, : 
这 是 具有 连续 系数 的 线性 齐 次 微分 方程 组 , 从 微分 方程 组 的 唯一 存 相 定理 知道 ,对 于 任意 给 
定 的 条 失信 ,在 0<#ee 上 在 宪 虹 一 的 09 类 的 固 太 ， m8), gl 加 8;. 找 足 给 出 
的 初始 条 件 . 现在 设 角 为 
i Hs keep hoon 4 
经 一 9aE1 ne rnd, 
es 十 5s6a. 
我 们 要 正明 人 ft， 结 : 下， 对 所 竺 辫 为 右 旅 的 彼此 亚 交 的 单位 向 量 : 费 们 研究 以 太志 
来 知 数 的 微 男 方程 组 : 显 热 
Ef 
tt 
b= 一 zz 
且 i ~e, nmes, (0 一 es， 
下 这 个 式 子 容易 检验 ,下 灿 和 0 1， 0， 必 扩 是 如 下 妆 必 六 必 氢 分 方 有 


六 t=2x(t "nm), 


:月 录 了 曲面 的 存在 定理 [9 抽 
tt), ， 
曲直 可 一 sm- 本 一 rm， 
be 
nb) ud) +r (BD) vn), 
晤 他 本 一 -pr(m-B)， 
具有 初始 茶 件 、 必 ;. 本 
他 四 协定 (同人 0)= 慎 
人 0) 0) 一 0， (Cn.8)(0) =—0, 
(ea 一 0， C6:B) (0) =1. 
对 于 给 定 的 初始 值 ,这 个 方程 组 的 解 是 唯一 将, 并且 用 1，0,0, 1,0, 1 分 别 将 代 #E,， tn 
tb, nn nb b+, 容易 检验 它们 满足 这 个 方程 级 ,因此 ,对 所有 s，,，，，，， 
bt-l,, nd, tb-0,., 
NR 1 Rb=0, b:6= 1 


于 是 对 记 有 s(t, 2， 可 是 彼此 正 交 的 单位 向 量 ， 因为 如 外 和 是 s 的 连续 西数 ， 当 s 一 0 币 , 
是 右 旋 的 《( 即 (如 ,6) 一 一 世故 对 所 有 有志 Cf, 加 是 右 族 的 . 


现在 碧 定 曲线 2 一 wx(s) 一 f toon. 蝇 扩 5 全 是 中 闫 因为 lz 下 因此 * 是 
自 热 参 数 。 闪 为 二 = x1: 其 中 | 有 i| 一 卫 由 此 得 到 % 是 它 前 其 率 。 最后, 因为 B=txn, 卫 
b-ixnttxni= Cnxm) (eC) tei, ” 


其 中 {8| 一 1, 由 此 得 到 ?是 它 的 挠 率 ,* 1 、 证 毕 . 
， 4 由 . 


附录 下 ”曲面 的 存在 定理  ， : 


设 吾 , 了 ，CG 是 也 4 的 02 类 医 数 ， 开 型， 是 wo 的 中奖 它们 定 外包 
《uo，vo) 的 开 集 上 , 使 得 

(1) BG— m0, B>0, G50, 

Gi) 召 , 4, 五 下 ,站 满 足 相 容 性 方程 (10.7) 和 (10.8)， 风 在 (wo， oo) 的 邻 域 ， 存 在 
一 个 类 正则 套数 朗 示 的 曲 商 =%2(w, 4)， 它 的 第 一 基本 承 数 是 瑟 F, 9 第 二 基本 系数 
是 工 ,NN. - 人 

证 明 : ， ， 

我 们 研究 数量 函数 的 偏 微分 方程 组 Yi 

(DD TU TE EN, (Vou—ThU rTP TNN, 
(UTHUt Tht MN (NOBAIU+A, Ge=l,2, S| (7 
(VO TU TE tMN, (Nv B+ BEF. 、 

初始 条 件 为 i 村 


[389] 第 二 一 意 内 蓝 几 何 


Dale oO VB, Viki, 90) = Ns, 由 -0 
(0, 4 09) — ~ Eo iCto, Po} J (vo, Vo) | 
Uti 0, Val wo) BR, Nn, od m0,s 包 
Uslwo, wo) 一 人 VsCwuo, 0) 一 0 ， Nalwo, 20) —1 
(Bo= BE (wo, vo), Fo~— Fwo, Vo), Go— Guo, v0)), 2 


其 中 Qhristoffel 记号 本 由 第 40 章 (10. 公 式 给 定 , 肝 由 第 10 之 (10.2) 式 绽 定 ， 这 是 一 个 

合 18 个 一 阶 线 狂 齐 次 偏 微 分 方程 组 , 其 中 9 个 函数 Di(w 9), Vu, 0)， NC 9) 5 一 1 

2, 8 的 系数 是 O3 类 画 数 ， 另 外 , 因为 这 些 方程 满足 相 容 性 条 件 ,由 偏 微分 方程 论 的 唯一 存 

在 定理 知道 , 这 个 方程 组 对 于 给 定 的 初始 值 ,存在 唯一 的 扣 类 的 解 Di 办，Po 区， 

ee 0), 6 一 1，2, 8， 它 们 在 (wo, 00) 的 铭 域 满足 给 歇 的 初 嫂 条 件 。 

现在 设 解 为 - 
U=~ Uet Usest Ues, 
V=Vie:t+Vsest Vees, 
N=Ni@t Nsesat Naes, 
由 初始 条 件 , 容 易 算得 在 (wo, vo) os 
UU= = 乌 , UF- 臣 V-.V= G, 
UN=-0, VN-0, NN 
我 们 证 明 在 (ww, v0) 的 领域 ,对 所 有 (Cu, 人 ) ， 
UU=E, UV-F, V.V=4 
， UN=0, TF.N=0, NN 
吉 同 出 线 风 存在 定理 那样， 我 们 研究 以 六 UU V, VV UN, VN, NN 为 未 知 数 
的 偏 微分 方程 组 , 由 方程 组 (TD) 容易 算得 方程 组 (3) ， 
(1 一 2 阿玉 ) 二 2173 (UV) LU N), 
(OD) 2 U0) +2oTI UP) tM AN)， 
(UV THD DD) HTHTTID UTI TT VT TH MUN) HILOVN), 
(UWLTEU DTHEHTID UV) TEV VI HN UN + MVN), 
(VV eaTH( DY) 2TEV PF) HMCPN), 
(VW.=2T( UT)+2TE( YF) +INCV:N), 
(VN) BHU VLBAV VI TIHUN) HITTIN) + HONN), 
(VN)omBAU YTBEV V+TEUN) +TE(V N+ NONN), 

DDN) BHU UI HBAU VHTH DUN) + TH TN)+LNN), 
(UV)BU UO +AU V+ TH UN) + TEV N+ MON:N), 
(NN),~—2BICU. N) +281CV. N), 

(N-N)s—2BICUN) +268(T N), 
(3) 
具有 初始 条 人 性 
(UU) Go v0) = Bo, CU VY Gi, v0) = Fo, (VV) (uo, mo) 一 Go 
UN) Go vo) 0, (VeN) Guo, 0) =0, (NeN) (to, 90) = ， 


附录 开 直面 的 存在 定理 [281 


这 仍 是 线性 齐 次 一 阶 偏 微 分 方程 组 ， 因 为 我 们 知道 这 个 方程 组 存在 O? 类 的 解 ， 可 见 , 对 这 
组 方程 级 相 容 福 条 件 也 满 吓 ， 于 是 由 偏 微 分 方 短 论 的 唯一 存在 定理 知道 ， 对 地 给 定 的 初始 
值 , 这 个 方程 组 满足 初始 条 件 的 解 是 唯一 的 ， 用 如 , 卫 , 信和 0 工分 别 代替 DU.U,， DU. 
VU-N, 太 和 六 ,和 N, 容易 检验 它们 满足 方程 组 (8)。 因此 在 Luo，w6) 的 邻 域 , 对 所 有 
Cu, 2), 
UU~B, UV-Ph, V.V-0, 
U.N-0, VN-0, NN-1, 
现在 根据 偏 微分 方程 ,一 可, wo 一 下 确定 滑 面 、 因 为 ,= 下 ,0 类 的 解 w 一 vw{w, 他 
存在 ,并且 等 于 
wet, of UE, vat Vow, Dom. 
剩 下 证 明 w 一 wtw, ) 是 正则 的 ,其 是 wsx ws 六 0, 且 第 一 基本 系数 是 刀 了 , Gf; 第 二 基本 系 
数 是 五 到, 太 ， 因 为 
2 Xu 一 Ex 了 
是 连续 的 , 且 初 始 值 
Tux wo luo, Yo) ~ Ux Vluo, vo) ~V BF eord, 
由 此 得 到 在 (wo, vo) 的 某 一 邻 域 ， 
Wu X oF 0 
显然 wo 一 下- 一 吾 wer DV, ror 
最 后 , 从 偏 微分 方程 组 (四 并 注意 到 
1.N-0， 了 太 N-0，N.N- 
直接 得 到 oo 一 了 -五 
Wu N= VN -MM, 
ww N= VoN -万 
因此 ww 一 ww, 急 的 第 二 基本 系数 是 工 Mt，。 证 昌 。 


了 


